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Tor wort zur ersten Liefer nig, 

Die allgemeine Theorie der Funktionen mehrerer komplexen 
GroBen hat seit der Wende des Jahrhunderts bedentende Fortschritte 
gemacht. Wahrend bis dahin, auBer den unmittelbaren Ubertragungen 
bekannter Satze im Falle einer unabhangigen Veranderliehen, kaum 
mehr als der WeierstraBsche Vorbereitnngssatz und die Satze von 
Cousin zu verzeichnen waren, erfuhr die Theorie bald darauf durch 
die Untersuchungen von Har tog's und E. E. Levi eine wesentliehe 
Erweiterung. Auch die Veroffentlichung des zweiten WeierstraB- 
schen Satzes beziiglich impliziter Funktionen, nebst den Untersuchun- 
gen amerikanischer Mathematiker betreffend die Umkehrung einer 
Transformation bei verschwindender Jacobischer Determinante, fiel 
in diese Zeit. Es tut jetzt not, diesen ganzen Stoff zu schichten und 
zu einem einheitlichen Ganzen zu verarbeiten, zumal deshalb, weil 
die Einfachheit manehes Ergebnisses erst dann klar hervortritt, 
wenn dasselbe im Eahmen einer systematischen Darstellung ver- 
wandter Erscheinungen steht. 

Die ersten drei Kapitel des zweiten Bandes der Furiktionentheorie, 
woraus die vorliegende Lieferung besteht, bringen eine solche Durch- 
arbeitung der Theorie. Darauf folgt eine Behandlung der periodischen 
Funktionen mehrerer Argumente, und nach einer Einleitung in die 
Theorie der algebraischen Funktionen nebst den damit verwandten 
transzendenten Funktionen (Abelsche Integrale, polymorphe Funk- 
tionen) gipfelt die ganze Entwicklung in einem Beweise des Eiemann- 
WeierstraBschen Thetatheorems. 

Cambridge (Massachusetts), im Januar 1924. 

W. F. Osgood. 



Torwort znr zweiten Anflage der ersten Lieferung, 

AuBer einer griindlichen Eevision des Textes, welche ja zn 
manchen kleineren Erganzungen gefiihrt hat, 1st namentlich am 
Ende des dritten Kapitels eine Neugestaltung des Stoffes dadurch 
erforderlich geworden, daB es nunmehr gelungen ist, den W el er- 
st raBschen Satz betreffend rationale Eunktionen auf alle er-- 
weiterten Baume auszndehnen, welche ahnlich wie beini projek- 
tiven Eaume, beim Eaume der Eunktionentheorie , sowie beim 
Eaume der Geometrie der reziproken Eadien durch Adjungierung 
eines unendlich fernen Bereiches zu einer abgeschlossenen Mannig- 
faltigkeit emporgehoben werden. Durch diese Weiterfiihrung ist 
jener grundlegende Satz auch nach dieser Eichtung hin zu einem 
befriedigenden AbschluB gebracht worden. 

Cambridge (Massachusetts), den 1. November 1928. 

W. F. Osgood. 
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Erster Absclinitt 

Grnndlagen der allgemeinea Theorie der PunktioBenmelirerer 
komplexen GrSflen. 

Erstes Kapitel. 
iHtegraldarstelluugen und mehrfache Reihen, Bie erweiterteH Raiiine. 

1. Kegulare und analytische Knrven des reellen m-dimensionalen 

HaTim.es. 

Wir wollen uns vorerst ( 1 3) die Grundbegriffe ins Ge- 
dachtnis zuriickrufen, worauf die Begriffe: Furiktion, Grenzwert 
und Stetigkeit im Palle beliebig vieler reeller Argumente beruhen. 

Handelt es sich urn einen Komplex von m reellen GroBeu, 
(KI, . . ., OJ m ), so werden wir denselben als einen Purikt des 
m-dimensionalen Eaumes benennen, nnd die einzelnen GroBen 
Xi, ...,x m als dessen Koordinaten bezeichnen. 1 ) Wir schreiben 
auch (x) als Abkiirzung flir (x l3 ..., x m ). 

Unter einem reguldren Kurvenstucke C verstehen wir eine 
Menge {(x)} von Punkten (x), deren Koordinaten sich folgender- 
maBen darstellen lassen (I, 2 2): 

(1) v*=*f*(t), *i,...,m. 

Dabei bedentet f k (f) eine im abgeschlossenen Intervalle (a, fc) 
reelle stetige, mit einer daselbst ebenfalls stetigen Ableitung f k (f) 
versehene Fnnktion; fernerhin sollen fur keine zwei Punkte t , t 2 
des Intervalls die m Gleichnngen 

(2) /*W =/*(, *-i,..,, 



1) Vgl. Bd. 1 dieses Werkes, Kap. 1, 8. Solche Zitate werden, wie 
folgt, abgekurzt: (I, 1 8). Damit 1st die funfte Auflage, 1928, gemeint. 

Os good, Funktionentheorie. 11,1. 2. Aufl. 1 
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gleiclizeitig bestehen; und endlich verschwinden die m Ableitungen 
niemals gleiclizeitig: 

(3) 0<1/^)|+*-- + 1/^)1. 

Bine reguldre Kurve entsteht durch Aneinanderreihung einer 
endlichen Anzahl regularer Kurvenstiicke, ahnlich wie im angefiihrten 
Palle m = 2. Sie lafit sich ebenfalls durch Gleichungen der Form (1) 
darstellen, wobei jetzt f k (t) im abgeschlossenen Intervalle (a, V) stetig 
ist und, hochstens von einer endlichen Anzahl von Punkten t = r 
abgesehen, eine stetige Ableitung besitzt. In jedem Punkte r 
existiert sowohl limf k (t) als lim /;(), aber mindestens fiir einen 

i = t-Jr t f 

Wert von k stimmen diese beiden Grenzwerte nicht iiberein. AuBer- 
dem besteht die Eelation (3) in jedem gewohnlichen Punkte; 
in den Ausnahmepunkten gilt diese Kelation sowohl fiir die vor- 
warts als fiir die riickwarts genommenen Ableitungen. 
Bine regulare Kurve heiCt gesclilossen, falls 

/* (a) =/*(&), *i,..., wt . 

Sie heifit ewfach, wenn die Gleichungen (1) hochstens fiir den 
Fall gelten, dafi t l9 t% mit den beiden Endpunkten a, b des 
Intervalls zusammenfallen. Sonst hat sie mindestens einen mehr- 
fachen PunkL 

Bine regulare Kurve heifit cmalytisch, falls jede der Funktionen 
f k (t) im abgeschlossenen Intervalle (a, 6) analytisch ist (I, S. 124). 
Sie besteht aus einem analytischen liurvenzuge oder sie heifit eine 
gebrochene analytische Kurve, falls sie sich in eine endliche Anzahl 
aneinander gereihter analytischer Kurven zerlegen lafit. 

Unter einer Geraden versteht man eine regulare Kurve, wofiir 
jede f k (t) als eine ganze lineare Funktion von t genommen werden 
kann. Eine gebrochene Linie oder ein Polygonzug setzt sich aus 
lauter aneinander gereihten Geraden zusammen. 

Wir fiigen noch die Bemerkung hinzu, daB eine regulare Kurve 
schon im Falle m = 2 unendlich viele mehrfache Punkte besitzen 
kann, ohne daB zusanimenfallende Bogen vorhanden waren, wahrend 
dies bei einer analytischen Kurve niemals eintreten kann. Kommt es 
bei einem analytischen Kurvenzuge vor, so besteht derselbe zum 
Teil ans zusammenfallenden Bogen. Die Anzahl letzterer, sowie 
der nicht dazu gehorigen mehrfachen Punkte, wird stets endlick 
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sein. Im iibrigen wird ein analytischer Kurvenzug von der linea- 
ren Mannigfaltigkeit 

X Jc ~ a k , = 1, 2,..., 7<m, 

hochstens in einer endlichen Anzahl von Punkten und Bogen ge- 
troffen. 

2. Das m-dimensionale Kontinuum. 

Bin Punkt (a) = (%,..., a m ) einer Menge { (x) } heiBt ein 
innerer Punkt derselben, falls es eine positive GroBe h gibt, derart, 
daB alle an die Bedingung 



gekniipften Pnnkte zur Menge gehoren 1 ); (1,5 2). 

Bine Menge { (x) } bildet ein Kontinuum, falls jeder Punkt der- 
selben ein innerer Punkt 1st, und falls auBerdem je zwei ihrer Punkte 
durch eine regulare, lediglich aus Punkten der Menge bestehende 
Kurve miteinander verbunden werden konnen. 

Unter der Umgebung, Nahe oder Nachbarschaft eines Punktes 
(a) versteht man ein * Kontinuum, welches (a) enthalt; (I, 1 8). 
Im iibrigen liegt gewohnlich. noch in diesem Begriffe die weitere 
Porderung, daB die Ausdehnung dieses Kontinuums beliebig be- 
schrankt werden darf; daB also nach Angabe einer beliebig kleinen 
positiven GroBe Ji das Kontinuum dann so gewahlt werden kann, 
daB | x k a k j < h, k = 1, . . . , m. Andererseits 1st jedoch nicht aus- 
geschlossen, daB man von einer bestimmten oder geeigneten Um- 
gebung spricht, womit eben gemeint 1st, daB h nur einmal gewahlt 
und dann festgehalten wird. Demgegenuber wird der zuerst er- 
klarte Sinn des Wortes wohl dadurch verscharft, daB man von 
einer beliebigen Umgebung spricht. So trifft es beispielsweise zu, 
daB die Umgebung eines Punktes (&i, ...,& m ) gleichsam eine 
Punktion der Umgebung eines zweiten Punktes (a l7 ...,a m ) wird, 
indem nach willkiirlicher Angabe der letzten Umgebung stets eine 
bestimmte Wahl der ersteren moglich ist, welche den Porderungen 
des in Betracht kommenden Satzes entspricht. 



1) Diese Definition erfahrt eine Erweiterung, wenn es sich um fc-dimen- 
sionale, in einem m = (7c + r)-fach ausgedehnten Baume gelegene Mengen handelt. 
Vorlaufig ist aber h = m, r = 0. Eine ahnliche Bemerkung gilt auch ftir das 
Kontinuum. 
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Ein BandpunU eines Kontinuums 1st jeder Punkt, In dessen Um- 
gebung 1 ) sowohl Punkte des Kontinuums als auch solche Punkte 
liegen, welche nicht zum Kontinuura gehoren; (I, 2 2). "Wie man 
sieht gehort einem Kontinuum keiner seiner Eandpunkte an. 

"Onter einem BereicJi des m-dimensionalen Eaumes verstehen 
wir ein Kontinuum, wozu noch ein Teil der Eandpunkte oder auch 
alle derselben gezahlt werden durfen. 

Einiges liber Punktmengen. Bine Punktmenge {(x)} liegt 
im Endlichen, wenn jede Koordinate % endlich bleibt. Die Begriffe 
Hdufungsstelle, abgeschlossen und perfekt werden auch ahnlich wie in 
den friiheren Fallen m = 1, 2 erklart, und brauchen deshalb nicht 
weiter besprochen zu werden; (1, 1 8). 

Unter der Ableitung einer Punktmenge versteht man die Menge 
der Haufungsstellen derselben. 

Unter der Entfernung D zweier Punkte (a) und (&) ist die Zahl 

D = yta^w^- - + c^^u" 

gemeint. Zuweilen empfiehlt es sich, die Abweichung oder den 
Abstand (ecart) der Punkte zu gebrauchen. Dieser soil, wie folgt, 
definiert werden: 

A = % J>! ] H ---- + | a>rti ~~ b m | . 



Esist D^A, A 

Bine Punktmenge M Mngt zusammen, falls je zwei Punkt en 
(a) und (6) derselben und jeder positiven Zahl & eine Keihe 
zur Menge gehoriger Punkte (a* 1 *), . . ., (a^- 1 *) wobei noch 
( a (o>) = (a) und (a (n) ) = (&) gesetzt werden mogen zugeordnet 
werden konnen derart, daB die Entfernung zwisehen (a^*>) und 
(a^ fc+1) ) kleiner als e ausfallt. 

Wir haben den folgenden yon WeierstraB herriihrenden Satz 
bereits friiher (I, S. 35) allgemein ausgesprochen. 

Satz. Ist P eine unendliche im Endlichen gelegene Punld- 
menge, so hat P mindestens eine Hdufungsstelle, welche indessen 
nicht zur Menge zu gehoren braucht. 

Zusatz. Ist P eine in einem abgeschlossenen Bereiche @ ge- 
legene unendliche Punktmenge, so hat P mindestens eine Hdufungs- 
stelle, und ZWCLT liegt jede Hdufungsstelle von P in <S. 

1) Hier ist das Wort Umgebung im Sinne einer beliebig kleinen Umgebung 
gebraucht. 
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8. Ifunktion, Grenzwert und Stetigkeit* 

Der friiher auseinandergesetzte Begriff einer Funktion (I, 1 1) 
laBt sich auch hier direkt iibertragen. Im einfachsten Falle wird 
ein Bereich Z vorgelegt, dessert Punkten dann je eine zweite 
reelle Zahl u zugeordnet wird. Alsdann heiBt u eine Funktion 1 ) 
von (%,... ,# m ): 

u = 



Es diirfen also die Eandpunkte zum Teil oder ganz zum Be- 
reiehe gerechnet werden. Allgemeiner darf an Stelle von X jede 
beliebige unendliche 2 ) Menge { (x) } treten, wahrend andererseits den 
Punkten von { (x) } mehrere (auch unendlich viele) Werte %, %, . . 
zugeordnet werden konnen. Wir werden uns indessen, sofern das 
Gegenteil nicht ausdriicklich erwahnt wird, auf eindeutige Funk- 
tionen beschranken. 

Der Zusatz von Bd. I, S. 37 gilt auch fur Funktionen mehrerer 
Variabelen. Wir fiigen zugleich noch einen weiteren Teil hinzu: 

Theorem: 1st f(xi,...,x m ) eine beliebige Funktion, wdche 
algebraisch genommen unter (uber) einer festen Zalil bleibt, so hat 
/(%,..., x m ) eine obere (untere) Grenze. 

Liegt die Menge P der Punkte, in welchen die Funktion defi- 
niert ist, im Endlichen, so sind zwei Fdlle moglich: 

a) die Funktion erreicht ihre obere (untere) Grenze in einem 
Punkte von P; besitzt also ein Maximum (Minimum); 

b) im anderen Falle gibt es einen Punkt (x' ly . . ., x'^, in 
dessen Umgebung die Funktion ihrer oberen (unteren) Grenze beliebig 
nahekommt. Der Punkt (x[, . . ., x' n ) braucht nicht m P zu ge- 
hdren, befindet sich aber sonst notwendig unter den Punkten der 
Ableitung von P. 

Die fruheren Definitionen: Grenzwert, stetig, gleichmafiig stetig 
(1, 1 24 und I, 2 1, 2) lassen sich auch hier direkt iibertragen. 
Das du Bois-Keymondsche Theorem (I, S. 30, 53), betreffend 
die Existenz eines Grenzwertes, behalt ebenfalls fur Funktionen 
mehrerer Veranderlichen seine Giiltigkeit bei. 

Auf den Begriff des Randwertes (I, S. 56) miissen wir indessen 



1) Man vergleiohe auoh Bd. I, S. 1 Anm. 4. 

2) Begrifflich durfte man ja auch endliche Mengen zulassen, was indessen 
hier unzweckmaBig ware. 
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noch etwas naher eingehen. Der einlachste Pall ist der, daB die Funk- 
tion sich ein und demselben Qrenzwerte nahert, wie auch immer der 
Punkt (x ly . . ., x m ) 9 stets im Definitionsbereiche der Funktion ver- 
bleibend, dem Eandpunkte zustrebt. Um uns nun bei dieser De- 
finition nicht ins Allgemeine zu verlieren, wollen wir die Voraussetzung 
machen, falls mebrfach zu zahlende Eandpunkte vorliegen, daB der 
Definitionsbereich der Funktion sich in eine endliche Anzahl von 
Teilbereichen zerlegen lafit, derart, daB die Funktion, fiir einen be- 
liebigen derselben betrachtet, in jedem Eandpunkte des bewuBteii 
Teilbereiches einen Eandwert im obigen Sinne annimmt. 

4. Die Stetigkeitssatze. 

Die vier Stetigkeitssatze (1, 1 4) nehmen jetzt folgende For- 
mulierung an: 

1. Satz. Ist die Function /(%, . . ., x m ) in einem dbge- 
schlossenen Bereicke stetig, so ist dieselbe dort endlich. 

2. Satz. Ist die Funktion f(x- L9 . . ., x m ) in einem abge- 
sMossenen Bereiche stetig, so nimmt sie dort einen grofiten, sowie 
einen Meinsten Wert an. 

8. Satz. Ist die Funktion f(x l9 . . ., x m ) in einem beliebigen 
Bereiclie % stetig und ist f(a l9 . . ., a m ) 4= f(b l3 . . ., & OT ), wolei 
(%,..., a m ) und (&!,..., 6 TO ) zwei Punkte von sind; liegt ferner 
N zwischen den leiden Zalilen /(%,..., a m ) und /(6 X , . . ., & w ), 
so gibt es mindestens einen Punkt (x( , . . . , #^) wn X, in welcJiem 
/#!,..., x m den Wert N wirklich annimmt: 



4. Satz. Ist die Funktion f(x i9 . . ., x m ) in einem abge- 
schlossenen Bereiche stetig, so ist sie dort auch gleichmafiig stetig. 

Die Beweise dieser Satze werden gerade so gefiihrt, wie im 
Falle m = 1 (I, 1 4, 9), nur wird man bei der Begriindung des 
3. und des 4. Satzes, sofern mehrfache Eandpunkte vorliegen, 
den Definitionsbereich vorerst in Teilbereiche der bewaBten Art 
zerlegen. Den 4. Satz wird man dann fiir jeden dieser Teilbereiche 
ohne Schwierigkeit dartun, woraus sich dann der Beweis fiir den 
allgemeinen Fall sofort ergibt. 

Was endlich den 3. Satz anbetrifffc, so sieht man, daB man 
den Punkt (a 1? ...,a m ), falls dieser am Eande liegt, durch einen 
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benachbarten inneren Punkt (a[ . . . , a' M ) ersetzen kann, in welchein 
die Funktion einen nur wenig verschiedenen Wert erlialt: 



<a } . ..,* <a l ,...,a m e. 

Und ebenso, falls (&!,..., b m ) am Eande liegt. Wir diirfen also an- 
nehmen, daB sowohl (a l9 ...,a m ) als (&i, ...,& m ) innere Punkte 
sind. Und nun wird man dieselben durch eine im Definitions- 
bereiche verlaufende regulare Kurve miteinandei verbinden. Nach 
dem 3. Satze von Bd. I, 1 4 wird f(x l9 . . ., x m ), als Punktion 
von t betrachtet, den Wert N in einem Punkte dieser Kurve an- 
nehmen, womit dann der Satz bewiesen ist. 

5. Analytisclie Funktionen mehrerer komplexen Veranderlich-en. 

Sei T ein Bereich des 2^-dimensionalen Eaumes, dessen Punkte 
die Koordinaten x ls j/ l9 x%, y z , . . ., x n , y n baben. Indem wir die 
komplexen Yariabelen 



bilden, konnen wir die Punkte von T auch als das geometrische 
Bild des imaginaren Zahlenkomplexes (%,..., n ) auffassen. Diesen 
Komplex wollen wir gleichfalls als einen PunM bezeichnen, wobei 
wir eben an den Punkt (%, y 1> x%, . . ., y n ) denken. 1 ) 

Unter einer 'komplexen Function von (0 a , . . . , g n ) verstehen wir 
nun eine komplexe Veranderliehe 

w =u + iv =/(%, . . .,$), 



wo u, v reelle Funktionen von (x l} . . ., y n ) im Bereicbe T vorstellen. 

Die friiheren Definitionen von Grenzwert und Stetiglceit lassen 
sich auf den gegenwartigen Fall ohne weiteres iibertragen. 

Die Funktion w soil im Bereicfie T als analytiscJi erklart werden, 
falls w in jedem inneren Punkte von T eindeutig definiert und eine 
partielle Ableitung nach jedem Argumente z l9 . . ,,z n daselbst besitzt. 
Ist (a 1? . . , , a n ) ein innerer Punkt von T, so wird /(%,...,%,> a n }> 
als Funktion von z k allein betrachtet, dem Goursatschen Satze 
(I, 7 16) zufolge, im Punkte %= % analytisch sein. 



1) Bisweilen empj&ehlt es sich, wie in 'der algebraischen Geometrie im 
komplexen Gebiete, den Komplex (z l} . . ., z n ) als einen Punkt des sogenannten 
w-dimensionalen komplexen (= imaginaren) Ratlines zu betrachten. Wir werden 
aber stets, sofern das Gegenteil nicht ausdriicklich erwahnt wird, den 2w-dimen- 
sionalen reellen Raum benxitzen. 
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Es wird sich spater ergeben, daB eine in T analytische Funktion 
daselbst auch stetig 1st. Um die Darstellung indessen nicht gleich 
zu Anfang mit einer sehr speziellen IJntersuchung zu belasten, werden 
wir vor der Hand die weitere Forderung noch in die Definition einer 
analytischen Funktion mit aufnehmen, daB /(%,.. .,# n ) in T stetig 
sein soil. 

Die Fnnktion w heifit analytisch in einem Purikte (a 1? . . ., a n ), 
wenn sie in der Umgebung dieses Punktes analytisch. ist. Sie heiBt 
in einer Punktmenge M analytisch, wenn sie in jedem Punkte von 
M analytisch ist. 

Binen beliebigen inneren Punkt (a) von T kann man in einen 
Bereich 
(T): |**-0*| ^&, *.i,...,, 

einbetten, dessen samtliche Punkte zu T gehoren. Ist nun w in T 
analytisch, so kann man die Cauchysche Integralformel auf (T) 
direkt anwenden, vgL 10 Anm. 1 ), woraus denn folgt, daB samt- 
liche Ableitungen der Funktion vorhanden und stetig sind, und dem- 
gemaB sich auch in T analytisch verhalten. Insbesondere gelten die 
2n Cauchy-Eiemannschen Differentialgleichungen 

,j, 3u dv du dv __ 

w F%"a^ ? dK~~~3^' *"' *' 

wobei nun sowohl u als v unbegrenzt oft dif f erenzierbar sind und siimt- 
liche Ableitungen stetig vori alien %n reellen Argument en abhangen. 
Die Satze von Band I, S. 2389 iibertragen sich unmittelbar 
auf Funktionen mehrerer Veranderlichen. Ist insbesondere 

w =/(*?!,...,*) 
im Punkte (a l9 . . ., a n ) analytiscli, und setzt man ferner 

z* = <Pk(ri, - * .,r m ), * = i,..,, 

wobei ^jt(r l9 . . ., r w ) im Punkte (b l} . . ., & m ) analytisch ist und dort 
den Wert a k annimmt, so ist w, als Funktion von (r l9 . . ., r m ) be- 
trachtet, auch im Punkte (b lf . . ., b m ) analytisch. Im ubrigen ist 

dw _^ dw 3^i i^ . 3w dz n ^ 

_ i ___z --- ~ y <~4 * -4 - I == 1 . . . fji. 

dfi dz-L ori ' cz n dri ' 



1) "Was die Disposition des Stoffes anbelangt, so empfiehlt es sich, an 
dieser Stelle bloB die Cauchysche Integralformel fur den soeben vermerkten 
beschrankten Fall heranzuziehen, urn daraus die Existenz und Stetigkeit der 
Ableitungen aller Ordnungen zu entnehmen. Hierzu geniigt es, bloB die erste 
halbe Seite von 10 hier vorauszuschicken. 
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T i m j. j. a? d u . d v 

In der Tat ist = ^ + i a 

tfS/c a#& a# 7c 

Setzt man ferner TI= 1 + i^j, 

SO Wild |^ = |^ + A. 

an aft aft 

Auf Grand der Cauchy-Eiemannschen Differentialgleichungen er- 
kennt man nun, daB 



- . - _ 

Va^a^Aaftafty-a^ a^a^ aft ~ \a% c aft 

und damit ist die zu beweisende Eelation auf den entsprechenden 
Satz der Differentialrechnung zuriickgefiihrt. 

Die Besprechnng von Satzen betreffend hohere Ableitungen 
findet in 11 statt. 

Das Differential wird, wie folgt, definiert. Sei 

w =/(%,. . .,z n ) 

in einem Punkte (%,..., a n ) analytisch, und man erteile z lc einen 
Zuwachs A0; * = i,..., . Dann soil das Differential der Punktion 
im Punkte (a 1? . . ., a n ) durch die Gleichung erklart werden: 

/ A \ 7 a^ A . . 3w A 

A <Zio=g-A 1 H ---- + ,-A* B , 

c/^i <^*n 

wobei jede Ableitung fiir den genannten Punkt gebildet wird. 
Das Differential dw unterscheidet sich vom Zuwachs 



wobei noch immer (z) = (a) zu nehmen ist und auBerdem 



in T liegt, durch eine unendlich Heine GroBe hoherer Ordnung: 
Aw? di(? =tiA%H ----- h?n A^ w , lim^^O. 

(A3) = (0) 

Aus (A) folgt, indem man ^J = % setzt , daB 

(B) d# fc = A0J,, * = !,.", n; 

(0) d-|H^ + ... + g^ 

Bisher waren %, . . .,# n die unabhangigen Variabelen. Werden 
letztere nun durch andere, etwa durch r , .*.,r OT ersetzt, wie im 
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vorhergehenden Satze, so ergibt sich auf Grand dieses Satzes, daB die 
Eelation (C) ihre Giiltigkeit noch beibehalt. Die Relation (C) ist 
riclitig, was aucli immer die unabhangigen Variabelen sein mogen. Es 
sei noch hervorgehoben, a) dafi es der Definition gemafi nur Differen- 
tiale von Punktionen oder unabhangigen Variabelen gibt 1 ) ; b) daB 
das Differential eine Funktion yon 2% Argumenten 1st, namlich von 
den n Argumenten der vorgelegten Funktion nnd den n Zuwachsen. 
Die allgemeinen Pormeln der Differentialrechnung: 

(I) d(cw) = cdiv; 

(II) 

(III) 



t-c-rr\ flWi 

^ ' W 2 W^ 

behalten auch hier unter den iiblichen Voraussetznngen ihr Giiltig- 
keit bei. 

Ans diesen Satzen geht hervor, daB die rationalen Punktionen 
mehrerer Veranderlichen sich in jedem Punkte, in welchem sie de- 
finiert sind, analytisch verhalten. Dasselbe gilt auch fiir alle Fnnk- 
tionen, welche aus den elementaren Punktionen znsammengesetzt 
sind, wie z. B. 

w = ( a ^ + Jxf 2 ) e~ s *, log (% 2 + ^ 2 2 ) , usw. 
Ein Mittelwertsatz. 2 ) Sei /(%,.. .,5f n ) eine in den Punkten 



analytische Function der n Argumente z^, ,..,#, wobei die reelle 
Varialele t, unabMngig von den Grofien a jc) h jc) das Intervall (0, 1) 
durcklaufL Dann ist 

n 1 

f(a I +h lJ . . ., a n + h n ) / (oi, . - ., a n ) =^ hkjft (<h +*^i, -^ +th n ) dt. 

* = i 6 
In der Tat ist 

n 

ft/*( a i + ^i> . . ., a n + th n ), 



1) Hieruber vergleiche man indessen eine Bemerkung des Verf assets in 
seinem Advanced Calculus, S. 119. 

2) WeierstraB, Berliner Monatsberichte, 1876, S. 687, TFerfce, 2, S.64. 
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woraus sich derm die betreffende Relation durch Integration sofort 
ergibt. 

Satz. Sei /(#i,...,# w ) im Innern eines dbgeschlossenen Be- 
reicJies T analytisch und am Eande desselben stetig, Dann nimmt 
| / (% , . . . , z n ) | seinen grofSten Wert am Eande von T an. 

Sei G der groBte Wert von | /(%,..., z n )\ . Wiirde nun dieser 
Wert in einem inneren Punkte (%,..., a n ) von T erreicht: 

\f(a l9 ... 9 a n )\ = G, 

so miifite aiich der absolute Betrag der ini Punkte ^ = a l 
analytisch en Punktion / (% , a 2 , . . . , a n ) der einen Veranderlichen % 
im Punkte ^ a ein Maximum haben. Nach dem 3. Satze 
(1,13 3) und der darauf folgenden 2. Aufgabe 1 ) erweist sich / 
somit als eine Konstante in bezug auf 1? und mithin auch in 
bezug auf samtliche Argumente in der Nahe der Stelle (a). 

Yon hier ab verlauft der Beweis gerade so, wie der Beweis 
des Lehrsatzes von Bd. I, Kap. 7, 7, S. 334. 

Der Liouvillesche Satz. 1st die Furiktion /(^ I5 ...,0 n ) in 
jedem Punkte (%,..., 5! w ) analytisch und Ueibt f (% , . . . , 2 n ) aufier- 
dem endlich, so ist diese Funktion eine Konstante. 

Seien (%,..., a w ) und (&!,..., 6 W ) zwei beliebige Punkte. 
Dann genligt es zu zeigen, 



Aus dem Liouvilleschen Satze fiir Punktionen einer Variabelen 
(I, 7 5, 3. Satz) folgt, daB 



fiir alle Werte von % den gleichen Wert beibehalt. Daher ist ins- 
besondere 

/(&!, & 2 , - . .,&) =/(a 1 ,& 2 , . . .,& n ). 

Wir bilden nun die Punktion 



1) Bs ist indessen nioht notig, auf die Entwicklungen der Potentialtheorie 
Bezug zu nehmen, denn der Zusatz von Bd. I, S. 315 laBt sich mit Leichtig- 
keit dahin erweitern, daB die Gleichung \f(z )\=M nur dann gelten kann, 
wenn f(z) im ganzen Kreise konstant ist: f(z) = 
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und schliefien in gleicher Weise, daB 

/(%, 6 a , 6 8 , . . . , &) = /(%, a a , 6 8 , . . . , & w ). 

Durch Wiederholung des Yerfahrens gelangt man schliefilich. 
zu der in Aussicht genommenen Gleichung. 

6. Implizite Funktionen. 

1. Satz. Sei F(w 9 z l9 . . . 9 z n ) im Punkte (b,a l9 . . . 9 a n ) ana- 
lytisch, und sei ferner 

M 1? ...,a n ) =0, 



1 ,...,a n )+Q, wo F'=- 
Dann existiert eine im Punkte (%,..., a n ) analytische Furiktion 
(1) w = <P(ZI, ..,^n), & = ?(!, -- -,O ? 

welche, in F eingetragen 9 diese Function identisch zum Verschwinden 
Iringt und somit die Gleichung 

Ffazt,...,**) = 

in der Nahe der Stelle (&, a l9 ... 9 a n ) auflost 

Des weiteren gibt es zwei positive Zahlen g, h derart, 

a) da/3 F(w, %,..., z n ) sich im Bereiche 

T: \w b\ <Ji, |fc a*\<g, *i,...,, 

analytisch verMlt; 

b) Ja^ 9? (% , . . . , # TO ) sic^ im BereicJie 



ebenfalls analytisch verMlt und auperdem 



cfer Punkt (z) beliebig in S angenommen wird; 
e) <3a^ ^6 Gesamfheit der in T gelegenen Nullstellen von F sich 
mit den Purikten der Menge (w, z l9 ... 9 z n ) deckt, wobei (^ , . . ., n ) 
m X beliebig gewahlt und w dann aus (1) berechnet wird. 

Der friiher im Falle eines Polynoms durchgefiihrte Beweis, 
Bd. I, S. 64, behalt seine Gultigkeit auch ftir den allgemeinen 
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Pall. Die Ableitungen von cp werden ans F nach den bekannten 
Eegeln der Differentialrechnung bereehnet. 

2. Satz. Jede der Funktionen 

F l (w l9 . . ., w 9 \ %, ...,), * = i, ,j, 

sei analytisch im Punkte (&i, ...,   %,..., a J wwZ verschwinde 
dort: 

Fi(b l9 . ..,&*;%, . ..,a n ) =0; = I,..-,P, 

wahrend die Jacobische Determinate 



ic^ verschwindet. Dann existieren p im PunUe (a l9 ...,a n ) 
analytische Funktionen 

(!') %= ^(%, . . ., 2i n ), 6<= ^(a t , . . ., a n ), < = i, ..^, 

welcfie, in F t , I = 1, . . ., p, eingetragen, diese Funktionen identisch 
zum Verschwinden Iringen und somit das Gleichungssystem 

Fi(w l9 . . .,w 9 ; %, . . .,z n ) =0, z = i,. ..,i', 

in der .Nafoe &r SieZZe (& 1? ..., 6^, ;%,..., a n ) gleichzeitig auflosen. 
Des weiteren gibt es zwei positive Zahlen g, Ti derart, 

a) 5a^ Fi(w l9 . . .,WQ; $1, . . .,z n ) sick im Bereiche 

T: \w i b i \<h 9 |% a>j\<g, /=!,. ..,^;y = i,...,, 

analytisch verJidlt; 

b) (Ja^ 9? t - (%,..., ^ n ) 3 i = 1 3 . . ., p, sick im Bereiche 



ebenfalls analytisch verJidlt und au/Serdem 

Ibi Vifa, - - .,)! <^> ' 

) belieUg in angenommen wird; 



c) da^S Ji6 Gesamfheit der in T gelegenen gleictizeitigen Null- 
stellen von FI, 1 = 1 9 ... 9 p, sich mit den Punkten der Menge 
{ (w l9 . . ., WQ\ %,..., 2 n ) } tfecfeJ, ^o&ei (%,..., ^ n ) leliebig in 
X gewahlt und w ly ..., w^, dan^ au^ den Gleichungen (I 7 ) bereclinet 
werden. 
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Der Beweis wird gerade so gefiihrt, wie im Falle reeller Punk- 
tionen; Bd. I, S. 70. Der Pall eines verschwindenden J wird in 
einem spateren Kapitel untersucht. 

7. tiber die Umkekrang eines Funktionensystems. 

Satz. Sei &i(u l9 . . ., u v ), 1 = 1, . . ., p, eine im PunJcle 
(&i,. ;,&#) analytische Function der Arguments %,..., ^ und 

sei 

ai = ^i(b ly . . ., bp), 7 = 1,. ..,p. 

Sei ferner die Jacobische Determinants 



im Purikte (&i , . . . , by>) von Null verschieden. Dann wird die voll- 
stdndige Auflosung des Gleichungssystems 

wo (x l} . . . , XQ) ein beliebiger Purikt einer geeigneten Umgebung der 
Stelle (%,..., a y ) ist und (%,..., u^) nicht aufierhalb einer Um- 
gebung der Stelle (b ly ...,fe,p) liegen darf, durch ein Gleichungs- 
system von der Form gegeben: 

wobei cpi eine im Punkte (x) = (a) analytische, den Wert b t dort 
annehmende Funktion von (x) bedeutet. 

Im ubrigen ist die Jacobische Determinante j der Funktionen 
cp l ebenfalls von Null verschieden, und zwar ist 

Der Beweis gestaltet sicli wie im reellen Palle; Bd. I ? S. 78. 
Auf den Pall, daB J verschwinclet, und zwar sowohl identisch als auch 
nicht identisch, werden wir an einer spateren Stelle genau eingehen. 

Die Punktionen Z konnen auBer von %, . . ., u v , noch von m 
Parametern A x , . . . , A m abhangen. Ist dann Z (% , . . . , u^ ; A x , . . . , A m ) 
an der Stelle (& 1; . . ., b^* tt } , . . ., l^J) analytisch in alien p + m 
Verdnderlichen und verschwindet J dort nicht, so Idfit sich das 
Gleichungssystem 

wo (#i,...,#jp) in der Ndhe von (%,..., 0,$), (A x , . . ., A w ) in der 
Ndhe von (k\ . . . , A{J) , und (u, . > u^) nicht aufierhalb einer 
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entsprechenden Umgebung von (& 15 . . ., 5^) liegt, in der Form auf- 
losen: 



wobei sick cpi im Punkte (a 1} . . ., a^; ltf\ . . ., ty) analytisch ver~ 
halt und dort den Wert bi annimmL 



8. Einige allgemeine Satze. 

Die Satze dieses Paragraphen sind nur unmittelbare Verall- 
gemeinerungen der letzten Satze von (1,7, S. 319 324). Darum 
dtirfte es wohl den meisten Lesern bequemer sein, dieselben aus 
jenen friiheren Satzen oline weiteres fiir sich abzulesen. Wir 
miissen aber die allgemeineren Formulierungen explizite aus- 
sprechen, damit wir spater darauf Bezug nehmen konnen. 

1. Satz. WeierstraBscher Eeihensatz. Sei 



eine unendliche Reihe von Funktionen, deren alle sich in einem 
%n-dimen$ionalen Bereiche T analytisch verhalten. Konvergiert sie 
dann in jedem dbgeschlossenen innerhalb T gelegenen Bereiche S 
gleichmdfiig, so stellt sie eine in T analytische Furiktion vor. 
Des weiteren Idfit sich die Eeihe gliedweise differentiieren: 



Diese letztere Eeihe "konvergiert ebenfalls gleichmd/3ig in jedem der 
genannten Gebiete, und die vorgelegte Reihe gestattet somit unbegrenzt 
die gliedweise Differentiation. 

Audi die andere Formulierung des friiheren Satzes (I, 7, S. 320) 
kann zufolge des Satzes von S. 9 auf den Fall mehrerer Argument e 
tibertragen werden. Der 6. Satz, Bd. 1, S. 321, lautet hier, wie folgt: 

2. Satz. Allgemeiner sei s(# 1? . : . ; z n \ a ly . , ., a m } fur unendlich 
viele Purikte (a) (a x , . . . , a m ) eine in einem Bereiche T analytische 
Funktion der komplexen Argumente %,..., z n . Beim Grenzubergange 
lim (a) == (5) = (% , . . . , a m ) moge ferner s (%,..., z n ; a l9 . . . , a m ) 
einem limes zustreben: 

\ims(z^ ...,z n ; a l} ...,a m ) =/(^, .. .,z n ), 

(a) = (a) 
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und zwa/r so, da/3 die Konvergenz in jedem abgeschlossenen inner - 
halb T gelegenen Bereiche S eine gleichmdpige ist. Dann verhalt 
sich /(%,..., z n ) i n % analytisch. 
Des weiteren ist 

/r Ft 
fly I /i y i i ( y y 

aZiJ UZz . . .J I \6i , . . . , 4n, 

JL! 1\ h 



lim / diet I dz% . . . I $ 



wobei P iy i = l, . . ., k, eine reguldre Kurve der 2 r Ebene und 
Zj= G$ (konst.), j = k + 1, . . ,,n 9 ist, vorausgesetzt nur, da/3 jeder 
Punkt (%, . . ., z & , c k+l , . . .., c^, unter z i einen beliebigen Punkt 
v.on Ft verstanden, ein innerer Punkt von T ist. 

Endlich ist dj_ __ jj m ^ 

dz% (<*) = () r z k 9 

wobei die Funldion s zk (z i9 . . ., z n ; a 1} . . ., a m ) ebenfalls in jedem der 
genannten Bereiche 8 gleichmafiig konvergiert; mitkin ist auch all- 
gemein 



Wir wenden nns jetzt zum 7. Satz, Bd. I, S. 322. 

3. Satz. Sei f(ti, . .,t m ; %,..., z n ) eine stetige Funktion der 
m + n Argumente, wobei i k9 k = 1, . . ., m, ein beliebiger Punkt 
einer reguldren Kurve G-^ der t%-Ebene und (z^ } . . . ? # n ) ein be~ 
liebiger Punkt eines %n~dimensionalen Bereiches T ist. Erteilt man 
tk, k = 1, . . ., m, einen willkurlichen Wert auf Cj,., so soil sicJi 
f(ti, * 9 t m ; %,..., 2 n ) fernerliin } als Funktion wn (% . . ., ^ n ) be- 
trachtet, in T analytisch verhalten, Dann definiert das Integral 



l} ..., t m ; z ly . . .,z n )dt m 
eine in T analytische Funktion F(z l} . . ., # n ). Im ubrigen ist 



Der fortgelassene zweite Teil jenes friiheren Satzes entspricht 
hier dem zweiten Teile des 2, Satzes und laBt sich demgemafi so- 
fort ablesen. 
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4. Satz. Genugt f(t lf . . ., t m ;%,..., z n ) denseTben Bedingungen 
wie im 8. Satze, so wird auch die Funktion 



diese Bedingungen erfullen. 

Die in den beiden Aufgaben, Bd. I, S. 324, enthaltenen Satze 
gestatten ebenfalls die naheliegenden Verallgemeinerungen. 

Zum Beweise dieser Satze wird man am bequemsten alle 
Argumente % bis auf eins f esthalten und . die friiheren Satze dann 
auf letztere Funktion anwenden. Dal3 jene Satze fiir den Fall 
mehrerer Parameter a l5 ...,a m gelten, erhellt ja sofort. Im 
iibrigen diirfen die vorstehenden iterierten Integrale durch mehr- 
dimensionale iiber Flachen bzw. Hyperflachen bin erstreckte Inte- 
grale ersetzt werden. 

9, Zyllnderbereielie. 

Eine besondere Klasse von Bereichen, welche in der Praxis 
gute Dienste leisten, ist folgende. Sei T & ein Bereich der ^-Ebene 
fe = 1, . . ., n, und sei fc = % + iy k ein beliebiger Punkt von T fc . 
Dann bilden die entsprechenden Punkte (cc i9 y l9 x 29 . . . 9 y n ) einen 
2w-dimensionalen Bereich, welclien wir als einen Zylmderbereich 
benennen und haufig durch das Symbol (T 1? . . ., T n ), oder kiirzer 
noch durch (T) bezeichnen wollen. 

Schon ini einfachsten Falle, wo n > 1 ist, entzieht sich ein 
solcher Bereich der Anschauung, da er im vierdimensionalen 
Eaume liegt. Immerhin hilft es efrwas, wenn man sich analoge 
Bereiche im Eaume von zwei und drei Dimensionen vorstellt, und 
zwar sind das folgende: 

a) In der analytischen Geometrie geht man zunachst von 
eigentlichen Punkten mit reellen Koordinaten, (a?, y) 9 aus und fiigt 
dann noch ideale Punkte hinzu, deren Koordinaten komplexe 
Zahlen sind. Trotzdem behalt man mit Vorteil die Sprechweise des 
reellen Falles noch bei, indem man etwa von ,,Kurven", vom 
, ? Schnittpunkt zweier Kurven" usw. redet. 

In ahnlicher Weise kann man auch hier vorgehen. Das 
Wesentliche an einem Bereiche (T 1? T 2 ) um beim einfachsten 
Falle zu verbleiben - besteht eben darin, da6 % in einem vor- 
gegebenen festen Bereiche T willkiirlich angenommen, und dann 

Osgood, Funktion.entlxeorie. 11,1. 2, Aufl, 2 
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2 2 , unabhdngig von der Walil von %, in einem zweiten vorge- 
gebenen festen Bereiche T 2 beliebig gewahlt wird. 

Das Analogon des Bereiches T x im eindimensionalen reellen 
Eanme ist ja eine Strecke der ic-Achse. Entsprechendes gilt anch 
fur T 2 > d so wird man denn in der Bbene der analytischen Geo- 
metrie zu einem Rechteck 

a'<x<a", V <y < b", 

gefiihrt. Ist n = 3, so stellt sich ein Parallelepipedon ein. 

Bin wesentlicher Mangel dieser Vorstellung besteht in den Zu- 
sammenhangsverhaltnissen. Unter einem Bereiche T von linearem 
Zusammenhange verstehen wir folgendes. Sei G eine beliebige ganz 
innerhalb T gelegene einfache geschlossene Kurve. Dann soil es 
moglich sein, G auf einen inneren Punkt von T stetig zu deformieren, 
ohne daB G dabei durch einen Eandpunkt von T Mndurchgeht. 1 ) 
Einen solchen Bereich werden wir auch schlechtweg als einen ein- 
facJi zusammenhangenden bezeichnen, sofern, spateren Definitionen 
gegeniiber, kein Mifiverstandnis zn befiirchten ist. 

Wie man sieht, hangt ein Eechteck oder ein Parallelepipedon 
einfach zusammen, und dasselbe gilt auoh von einem Bereiche 
(T!, . , ., T n ), sofern jedes T k einfach zusammenhangt. Ist letzteres 
hingegen nicht der Fall, so weist (T) mehrjaohen Zusammenhang 
auf. 

b) Urn dem soeben besprochenen Mangel vorzubeugen, konnen 
wir uns, wie folgt, behelfen. Sei T ly wie bisher, ein Bereich der 
^ 1= = x + i^-Ebene. Anstatt aber den Bereich T 2 zu betrachten, 
lassen wir eine Strecke a' < < a" an Stelle dessen treten. Die 
Tripel (x 1 ,2/1,1) konnen dann als Punkte eines Zylindersegments 
gedeatet werden, welches durch zwei auf den Erzeugenden senk- 
recht stehende Ebenen begrenzt wird. 

Dieses geometrische Bild hat den Vorteil, daB der neue Be- 
reich nicht mehr einfach zusammenhangt, wenn das gleiche nicht 
schon von T l gilt. Hinsichtlich dieser Vorstellung haben wir die 
Bezeichnung Zylinderbemich gewahlt. 

Ist jeder der Bereiche T Jc regular (I, 2 2), so heiBfc 
(T ly ... y T n ) ein reguldrer Zylinderbereich. Ist auBerdem jeder 
Bereich T k ein Kreis, so heiBt (1^, . . ., T n ) ein Kreiszylinderbereich. 



1) Die Arithmetisierung dieser Vorstellung mtissen wir wohl dem Leser 
iiberlassen. 
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Satz. Sei (T) = (T 1? . ., T n ) ein Zylinderbereich, und sei 
F(ZI, . . ., z n ) im Innern von (T) analytisch und am Eande von (T) 
stetig. Dann verhalt sich die Function 

(i) *=^(*i,...,*m,*m+i> >*), 

wo t k9 (fc = m + 1, . . ., n) 9 einen festen Randpurikt von T k bedeutet, 
im Innern des B&reiches (T') = (T 19 . . ., T w ) analytisch. 

Sei (#!,..., a m ) ein innerer Punkt von (T') und sei r eine 
ganz innerhalb (T') belegene Umgebung dieses Punktes. 1st nun 
u *) i n innerer Punkt von (T), so wird sich 



als Punktion von (%,..., ^ m ) allein betrachtet, in r analytisch 
verhalten. LaBt man nun den Punkt (C OT+1 , . . ., f n ), stets im 
Innern des Bereiches (T m+:L , . . .,T n ) verbleibend, dem Punkt e 
( m+ i, . - -, * n ) zustreben, wahrend (%,..., ^ w ) beliebig in r gewahlt 
wird, so konvergiert die Funktion (2) wegen der Stetigkeit von 
F(ZI, . . ., z n ) in (T) gleichmaBig gegen den Grenzwert (1). Dem 
zweiten Satze von 8 zufolge verhalt sich dann die Grenzfunk- 
tion (1) in r analytisch, woraus man denn die Eichtigkeit des 
Satzes erkennt. 

Aufgabe. Man zeige, daB der Band eines Zylinderbereicb.es 
aus einem Stiicke besteht. 



10. Die Oauchysclie Integralformel. 

Sei (T) = (TIJ T 2 ) ein regularer Zylinderbereich, und sei 
ferner /(%,# 2 ) im Innern von (T) analytisch und am Eande des- 
selben stetig. Dann laJBt / im Innern von (T) folgende Integral- 
darstellung zu. Sei t k ein Punkt des Eandes C% von T k , fe = 1, 2. 
1st nun %% ein innerer Punkt von T fc , so ergibt die Cauchysche 
Integralformel zunachst die Darstellung 



Nach dem letzten Satze des vorhergehenden Paragraphen 1 ) ist 



1) Setzt man voraus, daB der Bereich (T) in einem Gebiete liegt, worin 
F analytisch ist; m. a. W., daB F sich auch in den Randpunkten von (T) 

2* 
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aber /(ij.,3 2 )> a ^ s Funktion von # 2 aufgefaBt, analytisch in T 2 , Da 
diese Funktion auBerdem stetig am Eande ist, so ist 



Demnach ist fiir jeden inneren Punkt von (T) 

*\- l f dtl f f(tl>t ^i}f 

, ^ - - ( Mpj -_z- j t^^ dt ** 



Formel und Beweis gelten beide fiir ein beliebiges n. Dies ist 
die Cauchysche Integralformel 1 ) : 



... C 

J 



Bntgegen dem Fallo n = 1 ist hier die Kenntnis samtlicher 
Eandwerte 2ur Darstellung der Funktion nicht notig. Yielmehr 
geniigt die Angabe der Funktionswerte langs einer gewissen 
geschlossenen n - f ach ausgedehnten, am (2n 1) - dimensionalen 
Eande von (T) gelegenen Mannigfaltigkeit, 

Diese Mannigfaltigkeit teilt den 2n- dimensionalen Eaum 
nicht mehr in zwei Stiicke, sobald n > 1 ist. Wir haben sie uns 
nach Analogie einer Eaumkurve im gewohnlichen dreidimensiona- 
len Eaume zu denken. Sie schlingt sich. um gewisse (2n 2)- 
dimensionale Mannigfaltigkeiten herum, und zwar sind das folgende: 



wobei z lc als unveranderlich, t l} . . ,, t n als die laufenden Koordina- 
ten anzusehen sind; und sie laBt sich nicht auf einen inneren 
Punkt von (T) stetig zusammenziehen, ohne dabei mit diesen 
Mannigfaltigkeiten zu kollidieren. 

Uber gewisse Verallgemeinerungen dieses Begriffs wird im 
Madison Colloquium, S. 135, 2 berichtet; vgL unten S. 45, 
Anm. 1. 



analytisch verhalt, so hat man diesen Satz nicht notig. Die bewuBte Bigen- 
schaft ergibt sich dann unmittelbar aus den Hypothesen des Satzes. 

1) Turiner Abhandlung vom Jahre 1831. Exercices d* analyse 2 (1841), 
p. 55, woselbst der Beweis des 2. Theorems erkennen laBt, das Oauchy 
diese Verallgemeinerung der Integralformel als unmittelbar evident erachtete. 
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11. Folgemngen aus der Cauehyselieii Integralformel. 

Aus der Cauchyschen Integralformel ergibt sich sofort die 
Existenz nnd Stetigkeit aller partiellen Ableitungen der Funktion, 
sowohl nach 7c als auch nach x k und y k , und zwar verhalten sich 
dieselben samtlich analytisch. 

Die Pormel (1) von Bd. I, S. 314 nimmt Her fur den Fall 
n = 2 folgende Gestalt an: 



+lf = fcl " C dtl C t&'W** 
\dz\ (2**jy ft-*i)*+V ft *J*+ 1 ' 

' 



Der Satz der Differentialrechnung betreffend die Umkehrung 
der Eeihenfolge zweier Differentiationen behalt auch fiir analyti- 
sche Funktionen komplexer Argumente seine Giiltigkeit bei. 

Caucliys Abscliatzung. Sex /(#i, ...,) im Innern des Kreis- 
zylinderbereiches (T) = (T 1? . . ., T n ), 

TK". | #7 C a 7c | < TJCJ ft= !,...,, 

analytisch und am Eande von (T) stetig. Bezeichnet man mit M 
den groBten Wert von | / | am Eande, so ist 

(2) 



DaB |/(a 1? ..'.,a n ) | ;g M 

ist, sowie daB iiberhaupt fiir jeden Punkt (z) von (T) 



ist, subsumiert sich ja unter den allgemeinen Satz von 5, S. 11. 
Gilt das Gleichheitszeichen fiir einen Punkt (d ,...,) von (2 1 )* 
wobei nur fiir einen bestimmten Wert von k \ k \ < r^ ist, so 
hangt /(%,..., z n ) von z k nicht ab. 

Wie man sieht, befindet sich jeder der Eandpunkte, in welchem 
die Funktion | / | ihren groBten Wert annimmt, unter den Punkten 
der ?^-dimensionalen Mannigfaltigkeit { ( 1? . . ., t n ) } , | t k \ = r^ 
fc = 1, . . ., n, sofern /(%,..., g n ) von alien n Argumenten wirk- 
lich abhangt. In jedem anderen Falle befindet sich jedoch minde- 
stens ein Punkt, in welchem | / 1 den groBten Wert erreicht, unter 
der genannten Menge. 
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Die reellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung. Sei 

w =u + vi = 

erne in einem Bereiche T analytische Funktion. Aus den Cauchy- 
Riemannschen Differentialgleichungen, hier 2n an der Zahl, 

/>N Bu dv du dv 



ergibt sich dann sofort, daB 

... ^u 3 2 u 

^ ' 




1st, wobei fc, Z unabhangig voneinander die Werte 1, . . ., n dnrch- 
laufen. 1 ) Man erhalt so im ganzen n z lineare Differentialgleichun- 
gen zweiter Ordnung, denen der reelle Teil u der Punktion ge- 
niigen mnfi. Fiir den Fall n = 2 sind es folgende: 



(4) 



1. Satz. Smd umgekehrt u, v zwei simultane Losungen 2 ) des 
Systems von Differentialgleichungen (3), welche in T eindeutige 
Funktionen sind, so wird u + iv eine in T analytische Function 
von (%,..., z n ) sein. 

Wir fiigen noch den weiteren Satz hinzu: 

2. Satz. Genugt u dem System von Differentialgleichungen (A), 
und hdngt T auflerdem linear einfach zusammen, so gibt es noch 
eine zweite Funktion v der art, da/3 u + vi sich in T analytisch 
verhalt> und zwar ist diese Function Us auf eine additive rein 
imagindre Konstante vollig bestimmt. 

Zum Beweise bilde man das Kurvenintegral 

du 

- 

(a, 6) 



/ "%7f 

'-J - 

~ 



1) Poincar&, Comptes rendus 96 (1883), p. 238; Acta Mafhematica 2 
(1883), p. 99; ibid. 22 (1898), p. 112. 

2) Unter einer Losung des Gleichungssystems (3) verstehen wir zwei 
Funktionen u, v, welche nebst den in Betracht kommenden Ableitimgen stetig 
sind und den vorgelegten Differentialgleichungen gentigen. Eine ahnliche 
ErMarung gilt auch fiir (A). 
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erstreckt vom festen Punkte (a 1? b l9 a 2 , . . ., l n ) bis zum verander- 
lichen Punkte (x l9 y l9 x 2 , . . . 9 y n ). Dasselbe ist vom Typns 


J Pidxi + -.- + P m dx m . 

(a) 

Damit dieses in einem linear einfach zusammenhangenden Bereiche 
vom Wege unabhangig sei, ist unter Voraussetzung der Stetigkeit 
der P k nebst der ihrer Ableitungen erster Ordnung notwendig und 
hinreichend, dafi 



sei. Im vorliegenden Falle decken sich diese Bedingnngen geradezu 
mit den Gleichungen (A). 1 ) 

Unter einer harmonischen Funktion von m reellen Variabelen 
%,..., x m versteht man eine reelle Losnng der Laplaceschen 
Gleichung 



Wie man sieht, ist der reelle Teil einer analytischen Funktion 
mehrerer komplexen Variabelen, z k == x k + iy k , (k = 1, . . ., ri) eine 
harmonische Funktion der 2n reellen Variabelen x I) y l9 x z , . . ., y n . 
Das Umgekehrte trifft indessen im allgemeinen nicht zu. Soil eine 
harmonische Funktion u von x i9 ... 9 y n der reelle Teil einer 
analytischen Funktion von % , . . . , z n sein, so miissen noch die 
Differentialgleichungen (A) erfiillt sein. Die Funktion heiBt dann 
biharmonisch . 2 ) 

Eine dquivalente komplexe Form. Poincare hat a. a. 0. den 
Differentialgleichungen (A) noch eine andere Form erteilt, indem 
er an Stelle der Argumente x jc , y jc neue Variabelen z k> C/c vermoge 
folgender Gleichungen einfiihrt: 

^ = % + iy*, f fc = a* iy k . 

Es folgt namlich aus der Cauchyschen IntegraKormel, wie sogleich 
nachgewiesen werden soil, da6 u analytisch von den 2n Argu- 
menten x l9 ... 9 y n abhangt, so daB also die komplexe Transfor- 
mation gestattet ist. 



1) Zum Beweise dieses Satzes laBt sich die Methode von (I, S. 148/9) 
unrnittelbar verallgemeinern. 

2) Poincar6, Acta Mathematica 22 (1898), S. 112. 
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Hierdurch geht das System (A) in folgendes System von n* 
Gleiehnngen iiber: 

(B) 

v ' 



Die Funktion u hat mithin notwendig die Form 1 ) 
u = <s i9 . . ., # n 



oder auch 



wo 9 und ^ von ihren Arguraenten analytisch abhangen. Dabei 
wird auBerdem die Summe 9? + y reell, wenn ft , 7/ 7c reeile Werte 
annehmen. 

Der ausstehende Nackweis wird so gefuhrt. Sei w=f(z) im 
Kreise | z \ < r analytisch und am Eande desselben stetig. Dann 
ergibt die Cauchysche Integralformel, 



indem man 

t=*re*<, /()re^= U+Vi 
setzt, daJB 



-if 

'~2xJ r 



ist. Letzteres Integral stellt jedoch nach 8, 8. Satz eine analy- 
tische Funktion der beiden unabhangigen komplexen Variabelen 



1) Beweis etwa durch Verallgemeinerung der evidenten Formel: 



unter Berucksiohtigung dea Umstandes daB du/dzk nicht von (fi,...?) 
und ebenso duld Je nicht von (^, ..,, j? n ) abhangt. Auch die in. 5 bentitzte 
Darstellung der Different 



fQhxt direkt zum gewtinsohten Resultat. Andererseits kann man die Taylor- 
sche Reihenentwicldung auf letztere Different anwenden, 
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x, y in der Nahe des Anfangs dar, welche flir reelle Werte von 
x, y xnit dem reellen Teil von w tibereinstimmt. DaB dies auch 
die einzige Punktion mit diesen Eigenschaften ist, wird noch in 
12 dargetan. Die Verallgemeinerung auf den Pall mehrerer 
Argument e erhellt sofort. 

12. Das Analogon. des Mittelwertsatzes in der Differentialrechnung. 

Der Satz von Bd. I, S. 332 laBt sich, wie folgt, verallgeraei- 
nern. 1 ) Wir sprechen ihn der Kiirze halber bloB fiir den Fall 
n = 2 aus. 

Satz. Sei f(z,w) in einem Zylinderbereiche (T) = (T i9 T 2 ) 
analytisch und am Bande desselben stetig. Dann laftt sick f(z,w) 
in der Form darstellen: 

f(z,w) =/(a,6) + / 1 (a,6)(*-a) + / a (a, b}(w- 6) 



wobei Pfr^yW), fe=0,l,...,%, im Bereiche (T) analytisch ist. 2 ) 

Der Beweis ergibt sich sofort, indem man die beiden Glei- 
chungen 

1 _ JL __ ^ a (z q)^" 1 (z> a) n 

~ " 1 "" "" 



(s a) 2 " "" (s a) "" (s a) w (s *) * 



1) Die Hauptresultate dieses Paragraphen lassen sich. aus der auf un- 
abhangige Weise begriindeten Cauchy-Taylorschen Beihe direkt ableiten, und 
da nun der Leser sich doch mit der Beihentheorie vertraut machen muB, wird 
er vielleicht diesen ktirzeren Weg voraiehen. Die nachstehenden Entwicldun- 
gen haben indessen den Vorteil, durchaus elementaren Charakters zu sein, 
denn sie setzen die Beihentheorie keineswegs voraus. Bs hat doch Interesse 
zu erkennen, wie weit man auch in der Theorie der analytischen Funktionen 
mehrerer komplexen Argumente prinzipiell auf die Beihenentwicldungen ver- 
zichten kann. Damit ist aber nicht gesagt, daB man es immer tun soil. 

2) Es sei noch bemerkt, daB die Funktionen P fc nicht eindeutig be- 
stimmt sind, da man beispielsweise i2um ersten Gliede des Be$tes die Funktion 
(w b) n (z a) n hinzufiigen konnte, um dieselbe nachtragh'ch vom letzten. 
Gliede wieder abzuziehen. 
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miteinander zusammenmultipliziert und den also erhaltenen Aus- 
druck fiir (s ^)- 1 (i-~^)- 1 in die Cauchysche Integralformel ein- 
setzt. 

Eine besondere Bestimmung der Punktionen P k (z 9 w) kann 
man explizite hinschreiben, indem man von der folgenden allge- 
meinen Formel ausgeht. Sei 



wobei &!, . . ., 7c m unabhangig voneinander die Werte 0, 1, . . ., n 
annehmen, doch so, dafi 7% + - + k m fg n bleibt, und jedes Glied 
einmal und nur einmal auftritt. Dann erkennt man sofort, da6 

(a) S_i(2i, -, $ m ) = Sn-l(^l* '>S-l) + ZmSn-Z&l, - > tn) 

Sei ferner G n fa, . . . , O =^4 -1 - ^ 
wobei nun stets Jc x + * + k m = ^ ist. Endlicb sei 

HnOl> ->2m) =^m<? n _ 1 fa, . . . , 3 TO ) . 

Ersetzt man in (a) S^^g durch den Wert: 

Sn-afaj - ->O = ^n~l(%> > %m) ^n-i(%j *> i) ? 

so ergibt sich die sogleicb zu beniitzende Eelation: 

(b) S n ^fa,...,z m )(lz m ) + H n (zi,...,z m ) =S n _ 1 (%,. ..,8 n -J. 

Wir sind jetzt In der Lage, die Formel hinzuschreiben, worauf 
sich die in Aussicht genommene besondere Bestimmung der Eunk- 
tionen Pfa, ...,# OT ) stiitzt, und zwar ist das folgende: 



Der Beweis dieser Pormel wird durch den SchluB von m auf 
m + 1 erbracht. Ptir m = 1 ist dieselbe sicher richtig, denn sie ist 
dann nichts anderes als die bekannte Eelation: 
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1st nun die Pormel richtig, wenn m 1 an Stelle von m tritt, so 
wlrd sie auch fur m = m gelten, falls 

_i)_ o / - N , H n (* l9 ...,z m ) 

& n -l\*l.9 > *m) ~\ - 

- 



z 

JL - < 



1st, und nach (b) trifft dies stets zu. 

Fur den Fall m = 2, % = #, # 2 = y, nhnmt diese Formel die 
Gestalt an 1 ): 



Setzt man nunmehr 
1 



n \ v v "J " f i. 

^ _ , y, j \ I 

a w? b 



so ergibt sich die in Aussicht genommene Darstellung: 

P fo ^ - ^ ^5 C /(<J dt 
^ol wj - -(2^^-J / (s _ a) n ( ,_ 0) (t _ w) ; 



Im Falle m > 2 wird man als Indizes der P die Exponenten 
von (#! %),..., (^ m a m ) nehmen. Fiir w = 3 wird 

p (2 2 ^- 1 Cut Cur C /(^^W^fs 

ftooto,**a) -(s^J ^ Cl J ^H/ (fx^F(f 1 %)(f 2 ^5(S=^) 5 

G! U 2 ? 3 

lB f 2 -\-_l_/df fdt C /(d.f,,wi:, 

^efe***,) - (aw , ? J CiJ dC 2 J iI^)iITI(S=^)vf.-^(f.-^' 
C ' c > c > i- 1+ t,=,,o< 

/. ,\_ i Car Cur C fi.fi,W 

.. to,**-.) - (2sfl tf^j tf / (t^53*TMTc t -sjM--i(c,-^(:.- 



1) Indem man aj mifc y vertauscht tmd die beiden Gleichungen zusam- 
menaddiert, erhalt man recliter Hand einen symmetrisehen Ausdruck. 
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AbscMtmng for Funktionen *..., fc /w (% * #) Sei 
(I) == (Jf 1? .. .,I m ) ein innerhalb (T) belegener Kreiszylinderbe- 
reich, wobei E 4 aus folgendem Kreise besteht: 



und sei ferner ^ die kiirzeste Bntfernung eines Punktes des 
Kreises K von einem Eandpunkte des Bereiches T,-. Bndlich sei 
M der groBte Wert von | /(%,..., z m ] \ in (T), also am Eande 
von (T). Dann ist offenbar im Falle m = 2 unter Wiederauf- 
nahme der friiheren Bezeichnungen 

P <V ivA 1 <! - -^ 

i ^, w ; 1 Z^: /o^a r 






wo L< die Lange der Berandung von T< bedeutet. 

Hierans ergibt sich wetter die einheitliche Abschatzung: 



In almlicher Weise erhalt man im allgemeinen Palle die Ab- 
schatznng : 

, ( M<r-J: __ -: Ll '". L * _ - 

1 1 , v .a m (%, - - - , m) I 5: (2w)fll (EI + ^X. . . (B TO + tB )^ 1 ...^ 

Lehrsatz. 1st /(%, . . .,^) m einem Bereich T analytisch, und 
versohwinden sdmtliche AUeitungen der Furiktion in einem einzigen 
inneren Punhts (a) wn T, so hat / im ganzen Bereiche (T) einen 
konstanten WerL 

Der Beweis wird ahnlich wie im Palle n = 1 (I, 7 7, 8. 334) 
gefiihrt, indem man zuerst zeigt, daB f(z lf . . ., ^) /(%,..., o) 
in der Nahe von (a), und zwar in jedem, in T belegenen Kreis- 
zylinderbereiche mit dem Mittelpunkte (a) identisch verschwindet. 

Sei (Z 13 .. .,Z m ) ein beliebiger innerer Punkt von T, und man 
verbinde (a) mit (Z) durch eine regulare innerhalb T verlaufende 
Kurve r. Jetzt fasse man alle Punkte von F ins Auge, in deren 
Umgebung obige Different identisch verschwindefc. Sollte F hior- 
mit noch nicht erschopft sein, so ist vor allem klar, daB die Punkte 
(f) von r, in deren Nahe die genannte Different nicht identisch 
verschwindet, eine abgeschlossene Menge bilden. Soi (c) der erste 
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Punkt (), der von (a) aus erreicht wird. Dann kann man offenbar 
in der Nahe von (c) einen Punkt (6) finden, in dessen Umgebung 
jene Differenz identisch verschwindet, und welch er auBerdem der 
Mittelpunkt eines den Punkt (c) im Innern umfassenden Kreis- 
zylinderbereiches ist. Hiermit ist man zu einem Widerspruch ge- 
fiihrt worden, womit denn der Beweis geliefert ist. 

Der Satz laBt sich auch vermoge der Taylorschen Keihe und 
der Eindeutigkeit der Darstellung durch dieselbe beweisen. Da nun 
aber dieser Satz, wie in 15 auch betont wird, ohne Anwendung 
der Bntwicklungen dieses Paragraphen begriindet werden kann, so 
konnte man den obigen Lehrsatz dem 15 einverleiben und den 
gegenwartigen Paragraphen streichen. 

Aus diesem Satz geht der folgende Satz unmittelbar hervor. 

Identitatssatz. Ist /(#i,...,# w ) analytisch im Bereiche T 
und verscliwindet diese Furiktion identisch in einem zweidimensionalen 
Teile von T, so verscliwindet sie uberall in T. 

Sind /(#!, . . ., ^ m ) und 9?(%, . . ., ^ TO ) beide analytisch in einem 
BereicJi T und stimmen ihre Werte in der Umgebung eines Punktes 
von T miteinander uberein, so ist in jedem Punkte von T 



Scharfere Identitatssatze lassen sich nach Art des Satzes von 
Bd. I, S. 353 aussprechen. 

Ist / (#1 , . . . , z n } vn einem Punkte (a) analytisch und versGhwin- 
det f fur alle in der Nahe von (a) belegenen Punkte (a l + x lt . . ., 
&n + %n)> wo die Xft samtlich reell sind, so verschwindet f identisch. 

Allgemeiner sei /(% 7 . . .,#) wn Punkte (a) analytisch. In jeder 
z^-Ebene sei eine dbzoMbare Menge {$} mit der Hdufungsstelle a k 
gegeben. Verschwindet dann f in jedem Punkte der abzahlbaren 
Menge { (C ( / l} ? . . ., ^^} } > wobei die n Koordinaten ^ unabhdngig 
voneinander beliebig gewdJilt werden, so verschwindet f identisch. 

13. Uber meJarfacli unendliclie Reihen. 

Definition. Sei 



eine fiir alle nicht-negativen ganzzahligen Werte der Argumente 
eindeutig erklarte Funktion. Unter einer n~fach unendlichen Beihe 
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versteht man den Ausdrack 1 ) 

(A) ^ - J5J 7 u ini , . . . , mn oder auch JSj 1 u fftl , . . , , ltjl 

und definiert dann die Konvergenz, Divergent und den Wert der 
Eeihe, wie folgt. Man ordne die vorgelegten Glieder u m i>>m zu 
einer einfachen Eeihe an, derart, daB jedes dieser Glieder einmal 
und nur einmal darin auftritt. Konvergiert nun jede beliebige der- 
artige Eeihe, so heifit die mehrfache Keihe Convergent; im anderen 
Falle heiBt sie divergent. 21 } 

Bekanntlich besteht eine notwendige und hinreichende Bedin- 
gung fiir die absolute Konvergenz einer einfach unendlichen Eeihe 
darin, daB jede durch Umordnung der Glieder derselben daraus 
entspringende einfache Eeihe konvergiere. Hieraus erkennt man, 
daB eine mehrfache Eeihe stets dann und nur dann konvergiert, 
wenn eine der derselben entsprechenden einfachen Eeihen absolut 
konvergiert. Diese einfachen Eeihen haben daher alle denselben 
Wert U, welchen wir nun der mehrfachen Eeihe als Wert beilegen. 

Im Falle m = 2 konnen wir dem Symbol (A) noch folgendes 
Schema an die Seite setzen: 



(B) 



> + u^ + u 



1) In jiingster Zeit hat Hilbert [Hamburger Abhandlimgen 1 (1922), 
S. 157], auf eine Idee von Heine [ Journ. f. Math. 74 (1872), S. 176] zruriick- 
greifend, das Zeichen (d. h. Federstrich, Druckkomplex etwa von Buchstaben 
und sonstigen Linien, wie z. B. bei den Determinanten und den Charakteren 
des Logikkalkuls) als das eigentliche Element zugrunde gelegt, worauf die 
ganze Mathematik aufgebaut werden kann. In diesem Sinne besteht die De- 
finition der mehrfachen Eeihe geradezu in dem hinter (A) gedruckten Zeichen, 
sowie auch (falls n = 2) in dem als damit gleich erklarten Zeichen des unter 
(B) hinges chriebenen Schemas. Alles andere, was im Texte gesagt 1st, dient 
bloB dazu, den weiteren Begriff der Konvergenz und Divergenz festzustellen. 
Die Reihe ist das Zeichen; ob ihr noch ein Zahlwert beigelegt wird, ist eine 
weitere Frage. So konnte man beispielsweise, ohne der Logik nahezutreten, 
die Summe und das Produkt zweier Reihen definieren, gleichviel ob dieselben 
konvergieren oder nicht. Der inhaltsreichste Fall ist zwar der, .daB beide 
Reihen konvergieren, und so beschrankt man sich. denn zunachst darauf le- 
diglich aus ZweckmaBigkeitsgriinden. Im tibrigen habe ich diese Erklarung 
der unendlicken Reihen in meinen Vorlesungen auch schon langer gebraucht. 

2) Es sei noch bemerkt, daB in anderen Teilen der Mathematik, wie z. B. 
in der Theorie der Fourierschen Doppelreihen, andere Definitionen der mehr- 
fachen Reihen am Platze sind. 
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Darunter wollen wir auch eine Doppelreihe verstehen. 1st m > 2, 
so kann man sich das entsprechende Schema im w-dimensionalen 
Raume konstruiert denken. 

Hinfort beschranken wir uns auf den Fall m = 2, da sowohl 
die Satze als die Beweise eine unmittelbare tJbertragung auf die 
hoheren Falle gestatten. 

Aus der Definition der Konvergenz einer Doppelreihe erkennt 
man sofort, daB die Reihe (B) stets dann und nur dann konver- 
giert, wenn die aus den absoluten Betragen der Glieder von (B) 
gebildete Doppelreihe: 

-22|M 

konvergiert. 1st nun 

, ^ aW, 



eine konvergente Doppelreihe reeller Glieder, und ist ferner 
u$ | ^>c&, N ^m + n, 

wo N eine feste Zahl bedeutet, so konvergiert offenbar die vor- 
gelegte Doppelreihe (B). 

Eine besondere einfache Eeihe entsteht aus den Gliedern der 
Doppelreihe durch schrage Summation: 



1. Satz. Konvergenzkriterium. Vorgelegt sei eine Doppel- 
reihe (B), deren Glieder reell und positiv oder Null sind: 

o ^ 4?) . 

Damit dieselbe Jconvergiere, genugt, 

a) da/3 jede Zeile von (B) konvergiert: 



6) da/3 die Reihe der u^: 

U W + u w ^ ---- 9 
konvergiert. 

Sei U' der Wert dieser letzten Eeihe. Aus der Eeihe (B) greife 
man in willkiirlicher Weise eine beliebige Anzahl von Gliedern 
heraus und bezeichne ihre Summe mit S. Wir wollen zeigen, daB 

S ^ U'. 
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Sei v 1 der groBte Wert des oberen Index n eines In 8 
auftretenden Gliedes y$, und man bilde die Summe: 



s r = 
Letztere wird auch durch die Reihe 

up + <H ---- + <- a > + <> H ----- h <~ 1} + <H ---- 

dargestellt. Diese Reihe enthalt aber alle Glieder von S. Mit- 
bin ist 

S ^s r . 
Andererseits ist aber 

8* U', 

und hiermit ist der Satz bewiesen. 

Die Bedingung ist auch notwendig; vgl. den nachsten Satz. 

2. Satz. Konvergiert die Doppelreihe (B), so konvergiert erstens 
jede Zeile derselben dbsolut: 



zweitens konvergiert die EeiJie der u (k ^ absolut; und drittens ist der 
Wert letzterer Eeike gleicli dem Werte U der Doppelreihe: 

(1) U = M + U^ + . 

Der erste Teil des Satzes ist richtig, da die Glieder einer Zeile 
bloB eine Auswahl von Gliedern aus einer bekanntlich absolut 
konvergenten Eeihe sind. Um den Beweis der weiteren Teile zu 
fixhren, setzen wir 

und bilden die Doppelreihe 

(0) 

Nach den Voraussetzungen des Satzes muB dieselbe konvergieren; 
ihr Wert werde rait F bezeichnet. Dem ersten Teile des Satzes zu- 
folge konvergieren nun die Zeilen dieser Eeihe; sei 



Dann ist auch 
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Da nun aber ^ v$ ist, so ergibt sich, daB 

t v ^v 

ist, woraus denn die Konvergenz der Eeihe 



hervorgeht. Hierniit ist der zweite Teil des Satzes bewiesen, denn 

es ist 



Der Wert der Eeihe der u ( ^ werde mit U' f die Summe der 
ersten n Glieder derselben mit s n bezeichnet: 



Um den Beweis noch fertigzustellen, sei 



and man nekme eine positive Zahl e beliebig klein an. Dann gibt 
es zwei feste Zahlen /^, v derart, daB 



bleibt, sobald nur p ^ m und 7^ ^ n genommen werden. Jetzt 
wird aber auch 



sein. 

Des weiteren werde v f so gewahlt (und dann festgehalten), daB 

\U'~~s n \<e 

bleibt, sobald nur v' SJ tt genommen wird. 

Sei JV die groBere der beiden Zahlen v 9 v'. Dann ist: 



i) 

Jetzt kann man aber // so wahlen, daB 



JV 
a g o o d, Punktionentlieorie. II, 1. 2. Aufl. 
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bleibt, sobald nur // ^ m genommen wird. Sei M die groBere der 
beiden Zahlen /j,,[t r * Dann ist 



Ans der Eelation I), geschrieben fur m=M, nebst ii) und 
iii) 3 ergibt sich nun, daB 

| UU'\ <3s 

ist, und damit ist auch der dritte Teil des Satzes bewiesen. 1 ) 

Zusatz. Der Wert einer konvergenten Doppelreihe wird erlial- 
ten, indem man sowohl nach den Zeilen als auch nach den Kolonnen 
summiert. 

Konvergiert namlich. eine Doppelreihe, so konvergiert auch die 
neue Doppelreihe, welche dadurch entsteht, daJB man die Zeilen 
mit den Kolonnen vertauscht, d, h. daB man die GHeder an der 
Diagonale spiegelt. 

Diese Folgerung aus dem 2. Satze gibt zu einem wichtigen 
Theorem AnlaB, welches wir hiermit aussprechen. 

3. Satz. Vorgelegt sei eine honvergente unendliche Eeihe: 

uM + uW-i ---- , 
der en Glieder wieder konvergente Reihen sind: 



1) Man beachte woH, daB die Umkehrung dieses Satzes nicht moglich 
ist, daB also folgende Bedingung zur Konvergenz der Doppelreihe (B) nicht 
hinreicht : ,,die Zeilen konvergieren samtlich absolut, und die aus ihren Wer- 
ten gebildete Reihe konvergiert ebenfalls absolut", wie folgendes Beispiel 
zeigt : 
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Man bilde die Beihen aus den Kolonnen dieses Schemas: 



Soil jede dieser Beihen absolut konvergieren: 



und soil die aus diesen Werten gebildete Beihe ebenfalls absolut kon- 
vergieren; soil endlich der Wert dieser letzten Beihe 



gleich dem Wert der vorgelegten Reihe sein; so genugt dazu die 
Konvergenz der entsprechenden Doppelreihe. 

DaB der Satz nur eine hinreichende, aber keine notwendige 
Bedingung vorstellt, zeigt das in der Anmerkung auf S. 34 ge- 
gebene Beispiel. 

Wir konnen diesem Satze auch die folgende Formulierung er- 
teilen. Damit alle in den beiden iterierten Eeihen 



n = 77t = m = Q n = 

auftretenden Reihen absolut konvergieren, sowie die iterierten Beihen 
selbst denselben Wert Jiaben, genugt die Konvergenz der Doppelreihe 



Diese Formulierung hat den Yorzug, daB dabei der Unter- 
schied zwischen einer mehrfachen Beihe und einer iterierten Beihe 
scharf betont wird. Das allgemeine Glied beider Beihen ist zwar 
das namliche, u mi . . . mn ; im Falle n = 2 hat man einfach u$. 
Wahrend nun aber die mehrfache Beihe durch einen einzigen ein- 
fachen Grenziibergang ausgewertet wird, tritt bei den iterierten 
Beihen ein doppelter Grenziibergang auf, indem man zuerst 
um beim einfachsten Falle zn verbleiben die Beihe 



3* 
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bereehnet, worauf noch ein zweiter Grenziibergang, 



vorgenommen wird. 

Die entsprecJienden Satze im Falle m > 2. Die soeben bespro- 
chenen Satze iibertragen sich sofort auf m-fache Eeihen, w>2, 
zerlegen sich aber dabei in verschiedene Gruppen. 1st beispiels- 
weise m = 8 , so liUJt die konvergente 8-fache Keihe 



nicht nur jede der 6 Darstellungen zn: 



7J ^ WZ 2 Wig > 

'^ = my = J = 



wobei -i,j,fc die drei Zahlen 1 5 2 S 3 in beliebiger Eeihenfolge be- 
denten. Dazu gesellen sich noch die 6 weiteren Eormeln: 



Einer konvergenten 4-fachen Eeihe 



entsprechen ebenso 

a) 24 Darstellungen 

00 00 00 

tf=^ ^ 2 

b) 8 Darstellungen 

00 

(J =: ^xj ( ,ri^ jn g^> Jtf fV ^n^m^m^nij :=: . 

j = wt * ^ 

c) 6 Darstellungen 



Analogie mit den mehrfachen Integralen. Wie man sieht, 
herrscht hier eine vollstandige Analogie mit dem Fundamentalsatz 
der Integralrechnung, wonaeh ein mehrfaohes Integral durch ein 
iteriertes Integral ausgewertet wird. 
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Jjber das Product mehrerer Eeihen. Sind zwei absolut konver- 
gente einfache Eeihen 



vorgelegt, so laBt sich bekanntlich ihr Produkt durch eine eben- 
falls absolut konvergierende Beihe, wie folgt, darstellen: 

UV = U O V Q + U Q V + U-^VQ + u Q v 2 + u^ + u 2 v Q + u v 3 H ---- . 

Dieser Satz wird mit Hilfe einer Doppelreihe in auBerst eln- 
facher Weise begriindet. Man beweist namlich sofort mit Hilfe des 
1. Satzes die Konvergenz der Doppelreihe 



2^0 + ^2^1 + ^2 "I 



Indem man diese Eeihe einmal durch den 2. Satz, sodann 
aber durch schrage Summation auswertet, ergibt sich der ge- 
wiinschte Beweis. 

Die Verallgemeinerung dieses Satzes auf das Produkt mehrerer 
ein- oder mehrfacher Reihen springt sofort in die Augen und wird 
ebenso, wie vorhin, bewiesen. Insbesondere erkennt man die Bich- 
tigkeit folgender Formeln: 



(1 



-\ 



Dabei steht rechter Hand eine besondere, aus der Doppel- bzw. 
m-fachen Eeihe 



gebildete einfache Eeihe. Letztere Eeihen konvergieren im Kreis- 
Tiylmderbereiche 

j z | < 1, | w | < 1 bzw. z jc < 1 , *=i,...,m. 



38 1, 1. Integraldarstellungen und mehrfache Reihen. Die erweiterten Raume 

14. tiber Fotenzreihen. 

Unter einer mehrfachen PotenzreiJie verstehen wir eine mehr- 
fache Eeihe von der Eorm 

(A) J2- ^^..W'l' 11 - *? 

Auf solche Eelhen iibertragen * sich die Potenzreihensatze von 

Bd. I, S. 102, 351, wie folgt. 

1. Satz. Eleven die Glieder einer Potenzreihe (A) in einem 
Punkte 



endlich, so konvergiert dieselbe in jedem innerhalb des Kreiszylinders 

\8fc\<\Z k \, * = !,...,, 

gelegenen Punkte (%,..., z n ). 

Der Voraussetzung riach gibt es eine Konstante M derart, daJ3 



bleibt, wenn m i9 ...,m n unabhangig voneinander alle nicht-nega- 
tlven ganzzahligen Werte durchlaufen. 

1st andererseits (%,...,#) ein innerer Punkt des genannten 
Bereiches, so ist 



Indem man nun 



setzt, erkennt man, daB durchweg 



"M 
-M- 



bleibt. Eechter Hand steht aber das allgemeine Glied einer kon- 
vergenten Eeihe, vgl. 13, Ende, womit denn der Beweis er- 
bracht ist. 

Unter einer konvergenten Poten&reihe ve'rsteht man eine solche, 
welche mindestens in einem Punkte (%, . . -,# n ) konvergiert, dessen 
Koordinaten samtlich von Null verschieden sind. Nach dem vor- 
aufgehenden Satze konvergiert eine derartige Eeihe mindestens 
innerhalb eines bestimmten Zylinderbereiches (T) (T l5 . . ., T n ). 
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2. Satz. Die Gesamtheit der Konvergenzstellen (%,..., #) eiwer 
konvergenten Potenzreihe Uldet einen %n-fach ausgedehnten, einfach 
zusammenhangenden Bereich !, wozu sich noch gewisse in den Koor- 
dinatenebenen befindliche, aufierhalb X gelegene Bereiche von 2fc Di- 
mensionen, 1 < fe < n 1 , gesellen Iwnnen. 1 } 

Der Band 2K ??on J wrd ^o^ edem Strdhle 



L: z^^a^t, 0<^t<oo, (t, reell) 



in emem einzigen endlichen oder unendlich fernen Purikte (f) getrof- 
fen. Vom Falle einer bestdndig konvergcnten Reifie abgesehen liegt 
(C) stets im Endlichen, sofern kein a k verschwindet, und 3JJ verlduft 
ausnahmslos stetig, sowohl im Endlichen als auch im unendlich fernen 
Bereiche der projektiven Geometric. 

Zum Beweise sei (Z), Z k 4= 0? * = !,...,, eine Konvergenz- 
stelle der Eeihe. Dann konvergiert die Eeihe mindestens im 2n- 
fach ausgedehnten Zylinderbereiche 



1st (a), a fc 4=^> *=!,...,, ein innerer Punkt von @, so wird die 
Eeihe zunachst in jedem Punkte (to) = (ta l9 . . ., fa n ) des Strahles 
L konvergieren, wofiir 5 i ^ 1 ist. SchlieBen wir ein fiir alle- 
mal die bestandig konvergenten Eeihen aus, so miissen die Werte 
von t, wofiir ta eine Konvergenzstelle ist, eine obere Grenze r ha- 
ben, und zwar muB r>l sein. Dement sprechend konvergiert die 
Eeihe im Zylinderbereiche 



Dagegen divergiert sie in jedem Punkte (to), woftir i>r ist. 

Hiermit ist dargetan, daB die Eeihe in der vollen 2n-fach aus- 
gedehnten Umgebung einer jeden Stelle der endlichen Strecke 

^ J{ , = taj c) ^ t < T, *=!,...,, 

konvergiert, wahrend sie andererseits fiir Punkte einer jeden Um- 
gebung der Stelle (ra) divergiert. 

Ist dagegen (a) ein innerer Punkt von @, welcher in einer Ko- 
ordinatenebene liegt, so kann die Eeihe in jedem Punkte von L 



1) Naheres tiber diese Bereiche findet sich am Schlusse des Paragraphen. 
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konvergieren, wie das Beispiel zeigt: w = 2, 

1_^ = ^ -j- g^z + Zi%l + , 

#2 

(a) -(0,a 2 ), a 2 + 0. 

Wir miissen hier zwischen solchen Punkten (to) von L, in 
deren voller 2n-fach ausgedehnter Umgebung die Eeihe konver- 
giert", und den iibrigen Punkten von L unterscheiden. Pur die 
Pnnkte ersterer Art hat t eine obere Grenze r, oder aber sie fallen 
den ganzen Strahl aus, wie bei der Eeihe (n = 2) 



l _ i 2 9 I *3 3 i 

"H7" ^i ~r i*2 n^ ^1^2 ' 



Die Punkte der in keiner Koordinatenebene belegenen Strecken 
(to), ^ t < r, nebst den Punkten erster Art von den in einer Ko- 
ordinatenebene belegenen Strahlen bilden nun einen 2n-fach aus- 
gedehnten Bereich !, in welchem die Eeihe konvergiert, und mit 
werden umgekehrt alle diejenigen Punkte des Eaumes erschopft, 
in deren voller Umgebung die Eeihe konvergiert. Der Eand von % 
wird durch die endlichen Punkte (f) = (ra), | % | + * + | a k \ > 0, 
nebst solchen unendlich fernen Punkten geliefert, welche even- 
tuell auf aus lauter Punkten erster Art bestehenden Strahlen der 
Koordinatenebenen liegen. 

Hiermit ist auch zugleich gezeigt, daB jeder Strahl den Eand 
von Z in einem einzigen endlichen oder unendlich fernen Punkte 
(f) trifft. 

Stetigkeit des Randes. Was nun die Stetigkeit von 3JZ anbe- 
trifft, so sei (C) = (r a) ein Punkt von 3K, welcher zunachst in 
keiner Koordinatenebene liegen moge. Sei ferner 



Dann ist jedes B fc positiv und auBerdem ist r > 1. 

Wir nehmen jetzt eine positive GroBe e beliebig klein an 
und bezeichnen mit U die Umgebung des Punktes (a): 

U: | z lz a/ c ] < &, A? = i,...,n. 

Dabei soil U im Bereiche 
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liegen nnd an keine der Koordinatenebenen hinanreichen. Demge- 

maB ist 

(1) s<B k ; E k + s^T Q E k) also e^(r l)E k . 

Sei (V) ein willkiirlicher Punkt von U und (') = (r' %') der 
entsprechende Punkt von 9JJ. Wir wollen r' abschatzen. Ich be- 
haupte nun: fur mindestens ein Wertepaar i,j ist 



Bi + e . 
Ware namlich 



so miiBte wegen der Beziehung 

] 41 > -B fc e, 
die Ungleichung statthaben: 



T 



Mithin konvergiert die Eeihe in einem den Bereich ^ im Innern 
enthaltenden Bereiche 



was gegen die Voraussetzung verstoJBt. 

In ahnlicher Weise beweist man, daB die Annahme: 



zu einem Widerspruch fiihrt. 

Aus der Relation (2) ergibt sich sofort, daB r eine stetige 
Funktion von (z) im Bereiche U ist. Sei A die Lange der Kon- 
vergenzstrecke, also 



Dann ist auch A eine stetige Punktion von (0). 

Eine bequeme Wahl der Koordinaten der co 2 * 1 - 1 durch die 
Umgebung des Punktes (a) durchgehenden Strahlen ware folgende. 
Die Variabele ^ werde auf einen in der Nahe des Punktes % = a x 
gelegenen Bogen des Kreises | % | = E beschrankt: 



Die iibrigen z lc = x k + iy jc mogen unbeschrankt in der Nahe der 
beziiglichen Punkte a fc verlaufen. Dann liefern die Variabeleo 
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6, %%> y%9 * > x n> Vn das in Aussicht gestellte Koordinatensystem, 
Von diesen 2n 1 Variabelen hangt 1 stetig ab, womit denn be- 
wiesen 1st, daB 3JJ in der Nahe von () eine stetige Mamiig- 
faltigkeit ist. 

Es bleibt noch der Pall iibrig, daB () = (t a) in einer 
Koordinatenebene liegt und ein endlicher Punkt derselben ist. 
Um die Darstellung zu erleichtern, sei a n = 0, \ a lc \ = E /C 4= 0> 
&=i,...,w-i. Wir wahlen s jetzt so, daB der Bereich 

U: \8* a>k\<e> * = i,...,-i; | z n \ < B n 

in X liegt und an keine zweite der Koordinatenebenen hinan- 
reicht. DemgemaB gelten die Eelationen (1) fur fc = 1, . . ., n 1. 
Sei (z'} ein willkurlicher Punkt von U und sei (CO = (r f z'} der 
entsprechende Punkt von JR. Dann wird mindestens fiir ein 
Wertepaar i, j, wobei sich nun i und j unter den Zahlen 
1, ...,n 1 befinden, die Kelation (2) statthaben. Denn die 
Punkte (to), 0^t<r des bewuBten Strahles liegen alle in , 
und keine anderen Punkte dieses Strahles liegen in !. Von hier 
ab verlauft der Beweis ahnlich wie im vorhergehenden Falle. 

Das Verfahren laBt sich in ersichtlicher Weise auf den Pall 
ausdehnen, daB mehrere a 7c verschwinden. 

Unendlich feme Punkte von 3R. Erstreckt sich 3Ji ins Unend- 
liche, so sei L ein Strahl, in dessen Umgebung Strahlen liegen, 
deren zugehorige Langen, d. h. 1-Werte nicht endlich bleiben. 
Dann muB L vor allem in einer oder mehreren Koordinatenebenen 
liegen. Sei etwa 

%H=0 ? *=!,.. .,-i; a n = 0. 

Des weiteren liegt der ganze Strahl L in 5E, denn in einem 
endlichen Punkte von 3K ist 3K ja stetig. 

Man erkennt ferner y daB jeder andere Strahl 



ebenfalls ganz in X liegt. Denn einem beliebig groBen Werte von t 
entspricht ein Bereich 

|^|<*|a fc |, *=i,.. .,n-i; \z n \<h, 

in welchem die Eeihe konvergiert, und nun braucht man t nur so 
anzunehmen, daB, nach beliebiger Wahl von f , 

t\a jc \>t' \b k \, *!,.. .,-i. 
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Waren mehrere a j& gleich Null: 

a&4=0, *!, ...,/; a 7c = 0, * = *+!,...,, 

so konnte man ebenso zeigen, daB jeder Strahl 

2k=tl) k9 0<^<00, &fc4=0, *!,...,?; 6 fc = 0, * = Z+l,..,n, 

gleichfalls ganz in 2 liegt. 

StetigJceit von 2ft im UnendlicJien. Fassen wir den 2n-dimen- 
sionalen Eaum der z k als den (reellen) projektiven Eanm (vgL 17) 
auf, so verlauft Wt stetig in jedem unendlich fernen Punkte. Sei 
namlich (Z) ein unendlich ferner Punkt von 2JJ und sei L der zu 
(Z) hinfiihrende Strahl. Ware nun 3Ji nicht stetig in (Z), so miifite 
es eine Menge von Strahlen geben, welche L zum Haufungsstrahl 
haben und deren zugehorige Punkte (Ci) , (Ca) > Endlichen 
blieben. Diese Punkte miiBten dann mindestens eine Haufungs- 
stelle (C) auf L haben. Das geht aber offenbar nicht an. 

NaJieres uber die Konvergenzmannigfaltig'keiten niederer Ordnung. 
Jetzt konnen wir den ganzen Ort der Konvergenzstellen der Eeihe 
naher prazisieren. Hierzu gehoren vor allem die Punkte von !, 
welche in keiner Koordinatenebene liegen, nebst eventuellen eben- 
falls in keiner Koordinatenebene belegenen Eandpunkten. Setzen 
wir nun eine Koordinate gleich Null, etwa # = (), so entsteht 
eine neue Eeihe in n 1 Variabelen. Konvergiert diese bestandig, 
so gehort jeder endliche Punkt der ganzen Hyperebene z n = 
zum bewuBten Orte. Sonst liegt die Sache wieder genau so wie 
bei der urspriinglichen Eeihe, nur handelt es sich jetzt um eine 
Eeihe mit n 1 Variabelen. Diese wird vor allem in einem 
(2n 2) - dimensionalen in der Hyperebene # n = belegenen, den 
Schnitt von Z mit dieser Hyperebene enthaltenden Eaume Si 
konvergieren. AuBer diesen letzten Punkten kann Si insbesondere 
noch die Punkte eines weiteren (2% 2) - dimensionalen Bereiches 
enthalten, wie die Beispiele zeigen: n = 2, 



_^_._ __. 

i_^"2 w' 1 w 2 w 4 25- z 

Der Eand SUii von Si wird, sofern die neue Eeihe nicht be- 
standig konvergiert, von jedem in keiner zweiten Koordinatenebene 
gelegenen Strahle in einem endlichen Punkte getroffen und in der 
Nahe des Schnittpunktes stetig verlaufen. 
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Nachdem man nun alle n Koordinatenebenen so untersucht 
hat, wird man zu den linearen Gebilden schreiten, welche durch 
das Verschwinden von zwei Koordinaten definiert werden, etwa 
n _ a = 0, z n = 0. Die Behandlung ist dieselbe wie im vorliegenden 
Falle, und so geht es fort, bis man alle Falle erschopft hat. DaB 
alle im Laufe der Untersuchung gedachten Falle auch wirklich 
vorkommen konnen, tut man leicht an Beispielen dar, wozu man 
die Eeihen in (# 1? . . ., 2 n -i> w ) : 



, 
r o 



1 w 2 w* 

benutzen kann. Dabei soil k eine beliebige der Zahlen 1, . . ., n 1 
sein. 

Es bleibt nur noch iibrig zu beweisen, daB der Bereich Z 
linear zusammenhangt. Sei 

eine regulare Kurve, deren Punkte samtlich zu Z gehoren. Dann 
gehen die Kurven 

C-. = 



a 



durch stetige Umformung aus G hervor, und zwar liegen dieselben 
samtlich im Innern von 5. Ist nun S ein nebst seinem Eande in- 
nerhalb S gelegener Kreiszylinderbereich um den Anfang (2} = (0), 
so kann man a so wahlen, daB C a in S liegt. Hiermit ist denn 
der Beweis erbracht. 

Bemerkung. Eine mehrfache Potenzreihe kann in jeder Ko- 
ordinatenebene und sonst nirgends konvergieren, wie das Beispiel 
zeigt : 



Hier existiert kein Bereich , und die Eeihe gehort nicht zur 
Klasse konvergenter Potenzreihen. 

Aufgabe. Man schreibe die Gleichung bzw. Gleichungen 
nebst Ungleichungen hin, welche in den folgenden Fallen 3JJ dar- 
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stellen: 

/ x 1 1 , 1 



: w ' i *' 
i , i 



\ w / ^ w g> \-j i wz i j_ w 

Assoziierte Konvergenzradien. 1st (r l9 . . ., r n ) ein Zahlenkom- 
plex derart, daB eine Potenzreihe im Zylinderbereiche 

konvergiert, wahrend sie in jedem (S) umfassenden Zylinderbe- 
reiche 

1 < r r 

i ^-- * / ? ' /- 



divergiert, so heifien r 1? ...,r n assoziierte Konvergenzradien. 

Der Bereich S Kegt in und reicht mindestens mit einem 
Bandpunkte bis an den Band 3JI von Z hinan. Bs ist aber nicht 
umgekehrt watir, daB jeder in belegene Zylinderbereich 
\2je\< r k9 *=! "! welcher bis an den Band 3ft von Z hinan- 
reicht, ein System assoziierter Konvergenzradien liefert, wie das 
Beispiel der der Pnnktion 



1z ' 1w 
zugehorigen Beihe im Bereiche 

|*| <1, \w\ <i 

zeigt. 

Der Begriff laBt sich dadurch erweitern, daB man einigen der 
Bereiche | z k \ < r fc gestattet, sich auf die ganze endliche Ebene 
auszudehnen. Tin Symbol (^i, ...,r w ) kann man dann die betref- 
fende Stelle, anstatt mit r kJ durch das Symbol oo besetzen. 

Im allgemeinen gibt es unendlich viele verschiedene Systeme 
assoziierter Konvergenzradien, wie die Beihen der vorstehenden 
Aufgabe zeigen. 

"Ober die gegenseitige Abhangigkeit der assoziierten Konver- 
genzradien voneinander existiert eine Beihe von Untersuchungen. 1 ) 



1) Es sei auf das Madison Colloquium der Am&r. Math. Soc., 1913, 
Topics in the Theory of Functions of Several Complex Variables, Lecture II, 
7 verwiesen. 
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3. Satz. Erne Potenzreihe konvergiert gleichmd/3ig in einem be- 
liebigen abgeschlossenen innerhalb ihres Konvergenzbereiches S be- 
legenen Bereiche S. 

Liegt S innerhalb eines in X befindlichen Kreiszylinderberei- 
ches urn den Anfang, so iibertragt sich der Beweis fiir den Fall 
n = l (Bd. I, S. 103) ohne weiteres auf den gegenwartigen Fall. 

1st S dagegen kein derartiger Bereich, so kann man S offen- 
bar in eine endliche Anzahl von Teilbereichen zerlegen, derart, daB 
die Eeilie in jedem derselben gleichmafiig konvorgiert, und daraus 
geht schon die Eichtigkeit des Satzes hervor. 

Will man den Beweis noch naher ausfiihren, so gehe man 
etwa von der Bemerkung aus, daB ein beliebiger Punkt (a) 
von S im Innern von und sonach auch im Innern eines ge- 
eigneten in befindlichen Kreiszylinderbereiches liegt. Mithin 
gibt es eine TJmgebung 

\2k a>k I <> A = i,..., r 

des Punktes (a), worin die Eeihe gleichmaBig konvergiert. Sei 77 
die obere Grenze derartiger c-Werte. Hiermit ist jedem Punkte 
des abgesclilossenen Bereiches S eine positive Zalil r/ zugeordnet. 
Ware nun die untere Grenze dieser Zahlen 77 gleich Null, so 
miiJJte es einen Punkt (a') von >S geben, in dessen jeder Um- 
gebung r\ bellebig kleine Werte annalime^ und damit werclen 
"wir zu einem Widersprucli gefiihrt, 1 ) 

Auf Grund des WeierstraBschen Eeihensatzes, 8, 1. Satz, 
erhalt man nun das folgende Theorem. 

4. Satz. Eine konvergente Potenzreihe stellt eine im Innern des 
Konvergenzbereiches der Reihe analytische Function ^or. 

Im ubrigen lafSt sie sich in jedem inneren Punhte von Z belie- 
big oft gliedweise differentiieren, wobei nun die dadurch entslehenden 
Poten&reihen in jedem inneren Punhte von ebenfalls konvergieren 
und somit Funktionen liefern, welcJie sich dort auch analytisch ver- 
halten. 

Aus diesem letzten Satze ergibt sich folgende Formal. Ist 



1) Man kann sich hier auch der Formulierung dieser SchluBweise be- 
dienen, welehe sich im Theorem des Bd. I, S. 50 befindet. Es sei hier noch bei- 
laufig bemerkt, daB Cousin diesen letzten Satz im wesentlichen formuliert 
und bewiesen hatte; vgl. Ada Mathematica 19 (1895), S. 22, 
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eine konvergente Potenzreihe und wird der Wert derselben mit 
/(%,..., z n ) bezeichnet, so 1st 



= (0) 

Darin liegt auch der Beweis des folgenden Satzes. 

5. Satz. Identitatssatz. Verschwindet der Wert einer Tson- 
vergenten Potenzreihe in jedem Purikte der Umgebung des Anfangs f 
so verschwindet jeder Koeffizient derselben. 

Stimmen die Werte zweier honvergenten Potenzreihen in jedem 
Punkte der Umgebung des Anfangs miteinander uberein, so haben 
Hire Koeffizienten bzw. gleiche Werte. 

Diese Satze lassen eine ahnliche Verallgemeinerung zn, wie im 
Falle n = 1 (Bd.I, S.858). Wir erinnern vor allem an folgenden 
Satz betreffend Polynome. 

Verschwindet das Polynom 

^VX 

^^ 

in jedem der (M + 1) (N + 1) Purikte 



wo ZQ, z-i, . . ., % M M + 1 getrennte Zahlen, und ebenso %,%,..., 
W N N + 1 getrennte Zahlen bedeuten, so Verschwindet dasselbe iden* 
tisch. 

Dieser Satz laBt sich, wie folgt, auf mehrfache Potenzreihen 
iibertragen. 

6. Satz. Der verallgemeinerte Identitatssatz. 1 ) Sei 



eine im Bereiche | z \ < A } | w \ < B konvergente Potenzreihe. Seien 
ferner 

z ,z ly . . ., 0< \Z H < A, 

WQ,WI,.. ., 0< 



1) Der Einfachheit der Darstellung halber wird der Satz bloB ftir Reilien 
mit zwei Argumenten ausgesprochen und bewiesen. 
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zwei Puwktmengen, derart, dafi 

lim ZK = , lim Wi = 

k = 00 I - 00 

isL Verscliwindet dann die durch die vorstehende ReiJie dargestellte 
Function F(z,w) in jedem Purikte (z k9 w^ 9 wobei fe und I undb- 
Mngig voneinander die Werte 0, 1, 2, . . . durchlaufen: 

F(z k ,w l ] = 0, 

50 verscliwindet jeder Koeffizient der Reilie. 

Der Beweis ergibt sich, indem man die vorgelegte Eeihe ver- 
moge des 2. Satzes von 18 (vgl. den 8. Satz unfcen) dutch die 
Eeihen 



n ss m 

darstellt und dann den Satz yon Bd. I, S. 853 zweimal in An- 
wendung bringt. 

Konvergieren zwei Potenzreihen 



im Bereiclie \ z \ < A, \ iv \ < B und stimmen sie in jedem Punkte 
der vorbezeichneten Menge miteinander uberein, so Jiaben Hire Koeffi- 
zienten lozw. gleicJie Werte. 

7. Satz. Sei F l9 F Z9 . . . eine Folge von Funktionen der Varia- 
lelen z l} ...,^ n) deren jede in ein und demselben Bereiehe T sich 
analytisch verhdlt und ivown keine identisch verscliwindet. Dann 
gibt es einen inneren Punkt (a) von T, in iveldiem Tceine dieser 
Funhtionen verscliwindet. 

Damit der Satz nicht trivial erscheine, bemerken wir vor 
allem, daB die Punkte von T, in denen mindestens eine der 
Funktionen verscbwindet, eine in T iiberall diehte Punktmenge 
zu bilden vermogen. 

Sei () ein innerer Punkt von T, wofiir F x (% ? . . ., z n ) nicht 
verschwindet. Dann kann man () roit einem abgeschlossenen in- 
nerhalb T belegenen Bereich r umgeben, in welchem F l nirgends 
verschwindet. 

Sei (f ; ) ein innerer Punkt von T, in welchem F^(z^ 9 . . ., z n ) 
nicht verschwindet. Dann kann man (') mit einem abgeschlosse- 
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nen, in r belegenen Bereiche r f nmgeben, in welchem F 2 nirgends 
verschwindet. 

Eahrt man so fort, so erhalt man eine unendliche Folge in- 
einander eingeschachteiter Bereiche T,T',T *,..., welche dann nain- 
destens einen gemeinsamen Punkt (a) haben miissen. Dieser Pnnkt 
ist ein innerer Punkt von T, und in (a) verschwindet kein 

**(*!,. ,*) 

Wlr schlieBen den Paragraphen mit einer direkten Anwen- 
dnng des 2. nnd 3. Satzes von 13 auf Potenzreihen. 

8. Satz. Eine konvergente Potenzreihe 



la (St sich durch eine iterierte Beihe, ^oie folgt, darstellen: 



Konvergiert die ursprungliche Reihe im Punkte (%, . . .,^ n ), so wird 
auch jede der in der iterierten Beihe auftretenden Reihen fur die ent- 
sprechenden Werte der z i konvergieren, und die durch die iterierte 
Beihe gelieferte Zahl U wird au/Serdem mit dem Werte der vorgelegten 
Beihe ubereinstimmen. 

Geht man umgekehrt von der iterierten Beilie aus, so wird sie 
stets dann konvergieren, wenn die entsprechende mehrfache Beihe kon- 
vergiert, und ihr Wert wird dann mit dem Werte dieser Beihe uber- 
einstimmen. 

15. Die Cauc&y-Taylorsclie Beilie. 

Der Canchy - Taylorsche Beihensatz. 1 ) Sei /(%,... 9 z n ) 
im Bereiche 
(1) |^ 7c a ft |<r fc , *=!,...,., 

analytisch. Dann lafit sich diese Funktion in eine nach ganzen 
positiven Potenzen von z l %, . . ., z n a n fortschreitende Beihe 
entwickeln, und zwar ist 



(A) /(%,..., z n } = - - (% - fll)rai (Zn 



1) Vgl. das Zitat auf S. 20. 

O s g o o d , Fp-nktionentheorie. 11,1. 2. Aufl. 
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Dabei konvergiert die Beihe und stellt die Funktion fur jeden Punkt 
des genannten Bereiches dar. 

Die Darstellung ist uberdies eindeutig. 

Der Beweis ergibt sich sofort, geradeso "wie im Falle n == 1, 
vermoge der Entwicklnngen von 12. 

Man kann aber auch von der Formel ausgehen: 



und diese Eeihe in die Cauchysche Integralformel, 10, eintragen. 
Der Formel (1), 11, zufolge wird dann 



sein, wobei C% einen um den Punkt a jc gelegten, den Punkt % 
umfassenden Kreis bedeutet, dessen Eadius kleiner als r k ge- 
nommen werde. Durch den 3. Satz von 14 ist die gleichmaBige 
Konvergenz der Beihe gesichert, wahrend fiir die gliedweise Inte- 
gration derselben der 2. Satz von 8 biirgt. 

Abhangigkeit wn Parametern. Es ist keineswegs notig, die 
Potenzreihenentwickhmg auf samtliche Argumente zu erstrecken. 
Man kann den Satz auch folgendermaBen formulieren nnd mit 
denselben Hilfsmitteln beweisen. 

1. Satz. Sei /(%, . . ., z n ] %, . . ., u v ) im Bereiche 
(1 ; ) ^ a k \<r k , *=!,...,; 

analytisch. Dann Idfit sich diese Function in eine nach ganzen 
positiven Potenzen von %%,..., z n a n fortschreitende Beihe 
eritwickeln, und zwar ist 



.+ ma 



Dabei konvergiert die Heine und stellt die Funktion fur jeden Punkt 
des genannten Bereiches dar. Ferner verhalten sich die Koeffizienten 
der Beihe analytisch im Bereiche \u z b l \<s l , z=i,...,p. Endlich 
ist die Darstellung eindeutig. 
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Ein weiterer Satz wird am einfachsten durch die Cauchysche 
Integralformel bewiesen. 

2. Satz. Sei M: (z l9 . . ., z n \ %,..., u y ) eine beliebige Punkt- 
menge, welche nebst samtlichen Hdufungsstellen derselben im Bereiche 
(!') liegt. Dann konvergiert die Eeihe (A') gleichmaftig in den 
Punkten von M. 

Endlich Idfit sich die Eeihe nacli den Argumenten 2 l9 ... 9 z n , 
Ui,...,u y> beliebig oft gliedweise differentiieren. Dabei verhalten 
sich die Koeffizienten der neuen Eeihe analytisch im Bereiche 
\^i b l \<Si, zi,...,p, und der neuen Eeihe kommt die fur die 
ursprungliche Eeihe soeben ausgesprochene Eigenschaft der gleich- 
mafiigen Konvergenz ebenfalls noch zu. 

16. Folgerungen ans der BeihenentwicMung. 

Vor allem erinnern wir an den Lehrsatz von 12, S. 28. Der- 
selbe laBt sich, wie auch schon bemerkt ist, sowohl durch die 
Taylorsche Eeihe mit Bestglied als auch durch die unendliche 
Reihe beweisen. Aus diesem Satze ergibt sich dann der Identitats- 
satz jenes Paragraphen. 

Die Satze von Bd. I, Kap. 1, 14, S. 361/2 gestatten eine 
unmittelbare Verallgemeinerung auf Punktionen mehrerer Ver- 
anderlichen. Insbesondere lautet der zweite Satz (Zusatz), wie 
folgt. 

1. Satz. Ist f(w ly . . ., w v ) im Purikte (0, . . ., 0) analytisch, 
und entwickelt man f in eine Potenzreihe 

(1) ffa, . . ., w v ) = J. ^C mit . f . )mp w> . . . WP; 

ist ferner (p% (% , . . . , z m ) im Purikte (0 , . . . , 0) analytisch, sowie 

^(0, . . ., 0) = 0, * = !,.. -,J, 

und entwickelt man cp^ ebenfalls in eine Potenzreihe: 
(2) 



so wird /(9?i, . . ., 9?^), als Funktion von (^ 15 . ,.,^ n ) betrachtet, im 
Purikte (z) = (0) analytisch sein. Alsdann erhdlt man die Koeffi- 
zienten der Taylorschen EeihenentwicJdung letzterer Funktion nach 
Potenzen von z 1} ...,z n dadurch, dafl man die einzelnen Glieder 

4* 
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der Eeihe (1) durch Einsetzen der Eeihen (2) ausrechnet, um dann 
alle Glieder gleicher Ordnung sowohl in 1? ...,# w als auch in den 
einzelnen 2% zu neuen Eeihen zusammenzufassen. Diese Eeihen kon- 
vergieren und liefern eben die Glieder der genannten Eeihenent- 
ivicklung fur /(<p l5 . . ., <^). 

Beweis, wie a. a. 0. fur p = m 1. 

Unter einer ganzen Funktion mehrerer Variabelen versteht man 
erne Funktion, welche sich in jedein endlichen Punkte analytisch 
verhalt. 

Insbesondere ist ein Polynom eine ganze Funktion und wird 
auch haufig als eine ganze rationale Funktion bezeichnet. Eine 
ganze Funktion, welche nicht gleich einem Polynom ist, heiBt 
eine ganze transzendente Funktion. 

2. Satz. Sei Gfa,...,^) eine ganze Funktion } und sei 
(c I , . . ., c n ) ein Punkt, welcher einmal lelielig gewahlt werden darf, 
dann aler festgehalten wird. Damit G ein Polynom sei, genugt, da/3 



wo (a) ein beliebiger fester Punkt einer Umgebung, r, von (c) ist 
und die Zahlen m k konstante Werte Jiaben. 

Ware der Satz nicht richtig, so sei G eine transzendente 
Funktion, welche den Bedingungen des Satzes genugt. Dann 
miiBte die Taylorsche Eeihenentwicklung von G unendlich viele 
Glieder mit nicht verschwindenden Koeffizienten enthalten. Dem- 
gemaB mtzJBte es mindestens ein Argument, etwa n9 geben 
derart, dafi, wenn man G nach Potenzen von z n entwickelt: 



unendlich viele von diesen Koeffizienten nicht identisch ver- 
schwinden : 



Nach dem 7, Satze von 14 kann man nun einen Punkt (a) 
von r finden, in welchem kein G k verschwindet. Dann ist aber 
(?(%, . . ., a n _ ly z n ) eine ganze transzendente Funktion von z n , 
und hiermit sind wir zu einem Widerspruch gefiihrt. 
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17. Der unexxdlicli feme Bereicli. 

Die Gesichtspunkte, wonach ideale, den unendlich fernen Be- 
reich bildende Elemente in der Geometrie eingefiihrt werden, sind 
bereits im ersten Bande (I, 7 9) bezeichnet worden. 1 ) In der 
Funktionentheorie handelte es sich damals, da nur eine unabhan- 
gige Veranderliche vorlag was der Geometrie der Punktreihe 
oder des Strahl- bzw. Bbenenbtischels entsprieht , allein nm die 

Transformation w-=-~ oder allgemeiner: 

t-i\ 
(1) 

Die projektive Geometric. Sobaid aber die Anzahl der Yaria- 
belen groBer als eins wird wir beschranken tins der Einfachheit 
halber zunachst auf zwei Veranderliche , so treten verschiedene 
Moglichkeiten auf. In der Geometrie denkt man wohl zuerst an 
die projektive Geometrie. Wir gehen von der eigentlichen Ebene 
der analytischen Geometrie aus, wobei die Koordinaten der 
Punkte komplexe Zahlen sind. Zwischen den genannten Punkten 
und den eigentlichen Zahlenpaaren (w, z) herrscht dann eine ein- 
eindeutige Beziehung. Indem man die projektive Transformation 

/AN , 

(A) w f = 

v J 



-^^--^ 

aw-\- oz -|~ c 
A = 27d=a6'c"4=0, 

deren Umkehrung durch die Formeln 

' ___ A"w f + B" 



~~ Aw'+Bz'+C J 
1, 0< A + B\ 

gegeben werde, ausiibt, wird dadurch eine im, allgemeinen ein- 



1) Hieruber vgl. man ferner Bdcher: ,,The Infinite Eegions of Various 
Geometries", Bull. Amer. Math. Soc. (2) 20 (1914), p. 185, sowie des Ver- 
fassers Vortrag, Madison Colloquium, 1913, Lecture II, p. 137. 

Die Begriffe, womit man Mer zu tun hat, sind im wesentlichen in Kleins 
Erlanger Programm, Vergleichende Betrachtungen uber neuere geometrische For- 
scJiungen, 1872, enthalten. Sie sind wohl zum ersten Male durch Bdcher, 
ReihenentiwcMungen der Potentialtheorie, 1894, Kap. 2, explizite dargestellt 
worden. 
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eindeutige Beziehung der Punkte der Ebene definlert. 1 ) Dabei 
treten indessen zwei Klassen von Ausnahmepunkten auf: 

a) fiir die auf der Geraden 

(1) aw + bz + c=-Q 
gelegenen Punkte 1st die Transformation (A) sinnlos; 

b) kein Punkt der Ebene wlrd durch die Transformation (A) 
in einen Punkt (w' t z') der Geraden 

(2) Aw' + Bz'+C = Q 

ubergefiihrt. 

Sei (W Q , # ) ein Punkt der Geraden (1). Nahert sich der ver- 
anderliche Punkt (w,z) dieseni Punkte, ohne die Gerade dabei je- 
mals zu betreten, so wird im allgemeinen sowohl w f als z' unend- 
lich, und stets wird dies mindestens fiir eine dieser Variabelen 
der Pall sein. 

Auf Grand dieses Sachverhalts fiigt man nun in der Geome- 
trie zu den bisher betrachteten eigentlichen Punkten der Ebene 
noch neue ideale Punkte hinzu, welche dann die unendlicJi feme 
Gerade, als PunktreiJie aufgefafit, bilden. So entsteht denn eine 
erweiterte Ebene, deren Elemente aus der Gesamtheit der vor- 
bezeichneten eigentlichen und uneigentlichen (idealen) Punkte be- 
steht, wobei nun auch die Transformation (A), etwa durch Ein- 
fuhrung homogener Variabelen 2 ), so erweitert wird, daB sie fiir die 
idealen Punkte noch einen Sinn hat und diese erweiterte Ebene, 
als Punktmannigfaltigkeit aufgefaBt, ausnahmslos umkehrbar ein- 
deutig in sich selbst iiberfiihrt. 

Die also erweiterte Ebene nennt man, mit vollem BewuBtsein 
des Umstandes, daB eine Gruppe vorhanden ist, deren Operatio- 
nen die Punkte dieser Ebene zu Operanden haben, die projektive 
Ebene oder wohl auch, von einem einseitigen Gesichtspunkte aus, 
die erweiterte Ebene der analytisclien Geometrie. 

Die Geometrie der resiproken Radien. In der Geometrie gibt es 
noch eine zweite wohlbekannte Gruppe, deren Bediirfnisse zu ganz 



1) Im ubrigen werde nooh die folgende Beziehung vermerkt: 
i) 



- r ; 
aw + bz + c 

2) Doch sind die homogenen Koordinaten zu diesem Zwecke keineswegs 
notig. In 18 wird ins Einzelne durchgefiihrt, wie dies ohne Benutzung der- 
selben geschehen kann. 
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anderen Festsetzungen hinsichtlich des unendlich fernen Bereicheg 
AnlaB geben ich meine die Gruppe, welche zur Geometrie der 
reziproken Eadien gehort, und zwar auch unter Zulassung kom- 
plexer Koordinaten, wie im vorhin besprochenen Falle. 1 ) Hier 
besteht der unendlich ferne Bereich nicht mehr aus einer Ge~ 
raden, sondern aus einem Nullkreis (vgl. unten). 

Zur Erzeugung der genannten Gruppe fiigt man zur Gruppe 
der Bewegungen, der A.hnlichkeitsformationen und der Spiegelun- 
gen noch die folgende Transformation hinzu: 

/T\ / 

(I) w > 



In dieser Geometrie wird als Kreis jede Kurve 
a(w* + 2 ) + lw + GZ + d = 

benannt, wofiir nur a,b,c nicht gleichzeitig verschwinden. Insbe- 
sondere stellt also die Gleichung 

(^-^ ) 2 + (^-^ ) 2 = 

einen Kreis dar, welcher auch aus ersichtliehen Griinden als Null- 
kreis bezeichnet wird. 

Als Punkttransformation aufgefafit definiert (I) eine im allge- 
meinen ein-eindeutige Beziehung der Ebene auf sich selbst. 2 ) Es 
stellen sich aber wiederum zwei Klassen yon Ausnahmepunkten 
ein, und zwar sind das 

a) die Punkte des Nullkreises 

(3) w* + z* = 0, 

wofiir die Transformation (I) versagt; 

b) die Punkte, welche durch die Transformation (I) in Punkte 
(w' 9 z f ) iibergehen sollten, wofiir 

^'2 + ^'2 ^ 

1st* Da namlich , 

(4) W '2_j_3'2 



1) Die Geometrie der reziproken Eadien, wobei nur reeUe Punkte zu- 
gelassen werden, kommt fiir uns an dieser Stelle nicht in Betracht, 

2) Eine der Kelation i) analoge Beziehung ist hier folgende: 

w' + iz' = r- , w f iz' == r- 

1 w iz w-{-iz 
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ist, so sind offenbar keine solchen Punkte vorhanden. Aus (4) 
geht auch hervor, daB, wenn der Punkt (w,z) einem Punkte 
(i0 ,2 ) des Nullkreises (8) zustrebt, ohne jemals mit einem Punkte 
dieser Mannigfaltigkeit zusammenzufallen, der Bildpunkt (w' 9 #') 
ins Unendliche riickt. 

Um die genannten Ausnahmen zu beseitigen, fiihrt man wie- 
der ideale Punkte ein, welche dann den unendlich fernen Bereich 
bilden, und zwar geschieht das so, daB dieselben einen (uneigent- 
lichen) Nullkreis ausmachen. Die also erweiterte Ebene, als 
Punktmannigfaltigkeit aufgefaBt, wird nun durch jede Trans- 
formation der Gruppe ausnahmslos ein-eindeutig in sich selbst 
iibergeftihrt. 

Zwei Kreise schneiden sich jetzt im allgerneinen in zwei ge- 
trennten Punkten. Insbesondere konnen sie sich aber sowohl in 
einem einzigen Punkte treffen als auch langs einer ganzen Nullge- 
raden zusammenfallen. Die Kreispunkte der projektiven Ebene 
sind nioht vorhanden, da es hier eben keinen festen Punkt gibt, 
durch welchen alle Kreise hindurchgehen. Die gewohnlichen Ge- 
raden der Ebene lassen sich im allgemeinen als diejenigen Kreise 
charakterisieren, welche durch einen bestimmten unendlich fernen 
Punkt, namlich durch den dem Anfang (0,0) vermoge (I) ent- 
sprechenden Punkt, hindurchgehen. 1 ) 

Im iibrigen ist diese Geometrie holoedrisch isomorph mit der 
Geometrie auf einer nicht-singularen Flache zweiten Grades im 
Eaume von drei Dimensionen gegeniiber solchen Kollineationen 
des Eaumes, welche diese Flache in sich uberfiihren. 2 ) 

Der Raum der Funktionentheorie. Es liegt nun nahe, im An- 
schluB an den Fall n = 1 und die erweiterte Argandsche Ebene, 
den Eaum der n Argumente fo, ..., n ) einer Function von n 
Veranderlichen mit WeierstraB dadurch zu erweitern, daB man 
jeder einzelnen Veranderlichen ihre erweiterte Ebene bzw. die zu- 
gehorige Neumannsche Kugel zuweist. Der unendlich ferne Bereich 
besteht hier aus denjenigen Punkten (z lf . . ., s), wofiir mindestens 

1) Die eigentlichen Nullgeraden 

bilden eine Ausnahme. 

2) Klein a. a. 0.; ferner Bocher a. a. 0., sowie auch Fricke-Klein, 
Automorphe FunUionen, Bd. I, Kap. 1. Zur Einfuhrung in diesen Gedanken- 
kreis ist die Bdchersche Arbeit besonders geeignet. 
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eine Koordinate z k dem Punkte z lc = oo entspricht. Er umfaBt 
oo 2?z-2 komplexe Punkte, wovon oo n ~- 1 reell sind. 

Die zugehorige Gruppe wird durch die Transformationen de- 
f iniert : 

< G > * ; 

wobei fe,Z unabhangig voneinander die Werte 1,2,...,% gerade 
einmal durchlaufen nnd die Koeffizienten beliebige komplexe Kon- 
stanten sind. 

Durch jede Transformation von (G) wird der also erweiterte 
Eaum der Yeranderlichen (%,..., z n ), als Punktmannigfaltigkeit 
aufgefaBt, ein-eindeutig in sich selbst iibergefiihrt. Umgekehrt sub- 
sumiert sich auch jede derartige Transformation dieses Eaumes in 
sich, welche durch analytische Funktionen geliefert wird, der 
Pormel (G), wie denn auch spater einmal bewiesen werden soil. 

Dieser erweiterte Eaum der n Veranderlichen (z l9 . . ., ss n ) moge, 
mit Eiicksicht auf die zugehorige Gruppe (G), der Eaum der 
Funktionentheorie oder wohl auch der Raum der Analysis benannt 
werden. 1 ) Im Falle n = 2 deckt sich dieser Eaum (wenn man von 
alien Eealitatsfragen absieht) mit dem Eaume der Geometrie der 
rezlproken Eadien, 



18. Fortsetzung. Funktionen im erweiterten Raume. 

Die nachstehenden Definitionen gelten allgemein fur jeden der 
vorhin besprochenen Eaume, sowie auch fur spater zu besprechende 
Eaume ahnlichen Charakters. Selbstverstandlich bedtirfen sie in 
jedem Einzelfalle einer strengen Eechtfertigung. Piir den Eaum 
der Funktionentheorie liegt eine solche Eechtfertigung auf der 
Hand, und auch fur den projektiven Eaum bieten sich hier an- 
gesichts der spateren Erorterungen dieses Paragraphen keine 
Schwierigkeiten dar. 

Unter der Umgebung, Nolle oder NacKbarschaft eines unendlich 
fernen Punktes (a) =(%,..., a n ) versteht man diejenigen Punkte, 
und zwar sowohl die eigentlichen als auch die uneigentlichen, 
welche den Punkten einer Umgebung eines endlichen Punktes 
(a[ , . . . , a'J entsprechen, wenn man vermoge einer bestimmten 



1) Man vgl. Transactions Amer. Math. Soc. 13 (1912), S. 159, sowie 
Madison Colloquium, 1913, S. 137. 



58 1, 1- Integraldarstellungen und mehrfache Reihen, Die erweiterten Raume 
Transformation der Gruppe den Punkt (a) in den Punkt (a 1 ) 
iiberfuhrt. 1 ) 

Sei M = { (Si, . . ., 2 W ) ) eine Punktmenge des erweiterten Eau- 
mes und sei (a l9 . . .,a n ) ein unendlich ferner Punkt desselben. 
Dann heiBt (a) eine Hdufungsstelle von M, falls es in jeder Nach- 
barschaft von (a) einen von (a) verschiedenen Punkt von M gibt. 

Die Definitionen abgeschlossen und perfeU liegen jetzt auf der 
Hand. Und nun ist es eine Haupteigenschaft eines erweiterten 
Eaumes, dai3 die Gesamtheit der Punkte desselben sowohl eine 
abgeschlossene als auch eine perfekte Menge bilden. Hieraus geht 
denn auch folgender Satz ohne weiteres hervor. 

Satz. Jede unendliche Punktmenge des erweiterten Eaumes le- 
sitzt mindestens eine Hdufungsstelle. 

Die FunktionentJieorie im Baume der Analysis. Wir wollen uns 
zuerst auf diesen Eaum beschranken. Sei JP (%,..., ) eine Funk- 
tion, welche in alien eigentlichen Punkten der Umgebung eines un- 
endlich fernen Punktes (%,... 9 a n ) definiert ist. Dann UeiU F 
endlich in (a), falls die bewuBte Umgebung so gewahlt werden 
kann, daB F im genannten Bereiche endlich bleibt. 

Die Punktion F nahert sich einem Grenzwert, A, beim Grenz- 
iibergang Km (s) = (a), falls es zu jedem s eine Umgebung von (a) 
gibt, in deren eigentlichen Punkten die Eelation statthat: 



Die Funktion F heiBt im Punkte (a) stetig, falls sie dort 
einem Grenzwert zustrebt. Sie heiBt in einem von einem Teile 
des unendlich fernen Bereiches durchsetzten Gebiete stetig, wenn 
sie in jedem Punkte dieses Gebietes stetig ist. Man beweist nun 
leicht den folgenden 

1) Die genannte Rechtfertigung besteht nun irn Nachweise folgenden 
Satzes: Sind (a)=(a' 1 , . . ., a n ) und (a") = (a',', . . ., a" n ) zunachst zwei end- 
liche Punkte, in welche der vorgelegte unendlich feme Punkt (a) bzw. durch 
die Transformationen S' und S" der Gruppe ubergefuhrt wird, und ist T' 
eine beliebige Naehbarschaft von (a'), so wirci J ed -e geniigend kleine Umge- 
bung T" von (a") durch die Transformation S' S"" 1 (wobei S"" 1 zuerst aus- 
geiibt werde) ganz in T f zu liegen kommen. Allgemein diirfen (a') und (a") 
zwei beliebige Punkte, S r und S" zwei beliebige, den Punkt (a) in (a') bzw. 
(a") uberfiihrende Transformationen sein. Und nun wird dieser Sachverhalt 
selbst dann noch bestehen bleiben, wenn einer der Punkte (a') , (a") oder auch 
beide im Unendlichen liegen. 
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Satz. Sei F(z- L , . . .,# n ) in jedem Punkte eines unendlich feme 
*urikte enthaltenden Bereiches T stetig. In jedem der uneigentlichen 
} urikte von T werde die Definition von F dadurck erganzt, daft der 
unktion dort ihr Grenzwert beigelegt wird. Transformiert man nun 
ie Umgebung eines unendlich fernen Punktes von T ins Endliche, 
) wird F im neuen Bereiche im gewohnlichen Sinne stetig sein. 

Des weiteren heiBt die Funktion F(z l9 ...,z n ) im uneigent- 
chen Punkte (a} analytisch, falls es moglich 1st, eine Umgebung 
on (a) so zu bestimmen, daB F in jedem eigentlichen Punkte der- 
ilben analytisch ist und auBerdem daselbst endlich bleibt. Es wird 
pater gezeigt, nnd zwar auf Grand des verallgemeinerten Eie- 
lannschen Satzes beziiglich hebbarer Unstetigkeiten, daB F dann 
i jedem Punkte einer geeigneten Umgebung von (a) stetig ist, so- 
ie daB, wenn der Punktion in den uneigentlichen Punkten der- 
}lben ihr Grenzwert beigelegt wird, eine erweiterte Funktion 
ierdurch entsteht, welche, bei der Transformation jener Umge- 
ung auf ein endliches Gebiet vermoge einer Transformation der 
eziiglichen Gruppe, in eine im letztgenannten Bereiche analy- 
sche Funktion iibergeht. 

Die vorstehenden Definitionen weichen gewissermaBen davon 
b, was man mit Riicksicht auf die Dirichletsche Auffassung einer 
'unktion erwarten konnte. A priori sieht man nicht ein, warum 
ie vorgelegte Funktion nicht von vornherein auch in den Punk- 
in des unendlieh fernen Bereiches definiert werden soil. Ein 
)lcher Vorgang entspricht aber nicht den Bediirfnissen der Pra- 
is. Nur dann, wenn die vorgelegte, zunachst bloB in eigentlichen 
unkten definierte Funktion in einem uneigentlichen Punkte einem 
-renzwerte zustrebt, ist es angezeigt, die Funktion dort zu er- 
laren. 

Die Funktionentheorie im projektiven Raume. Es ware ein Irr- 
im, zu glauben, daB die vorhin besprochene Weise, den unend- 
eh fernen Bereich in der Funktionentheorie einzufuhren, die 
lein zulassige sei. Es moge eine beliebige Geometrie vorgelegt 
)in, deren Elemente zunachst aus den eigentlichen komplexen 
unkten (%,..., z n ) bestehen, und die Transformationen deren 
-ruppe je eine im allgemeinen ein-eindeutige analytische Bezie- 
ang dieser Punktmannigfaltigkeit auf sich selbst definieren. Da- 
ei mogen die einer beliebigen Transformation entsprechenden Aus- 
ahmepunkte nur eine Mannigfaltigkeit niederer Dimension bilden. 
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Wir denken uns diese Mannigfaltigkeiten ferner In der Nahe 
eines beliebigen endlichen Punktes (a) in der Form darstellbar: 

<?(*!,...,*) = 0, 

wo G sich im Punkte (a) analytisch verhalt und clort verschwindet, 
ohne jedoch identisch zu verschwinden. Und endlich soil es gelun- 
gen sein, durch Einftihrnng idealer Blemente und entsprechende 
Brweiterung jeder Transformation der Gruppe diese Ausnahme- 
punkte zu beseitigen. Dann kann man auch die Punktionentheorie 
an der Hand der bewuBten Gruppe auf diesen erweiterten Raum 
ausdehnen, Denken wir uns dieses Verfahren fur den Pall des 
projektiven Raumes noch durch. Dabei geniigt es, n = 8 voraus- 
zusetzen. 

Hier besteht die Gruppe aus den Transformationen 



^11^22^33^44 H 32 ^ 

Flir die Punkte der Ebene 

+ ^2 + ^42% + <?44 = 



hat die Transformation keinen Sinn. 

Wir wollen nun ideale Punkte, wie folgt, einfiihren. Sei 
(%, a 2) a 3 } 4= (0, 0, 0) ein beliebiger Punkt, und man fasse die 
Punkte 



ins Auge, wobei A alle endliehen komplexen Werte annimmt. Jetzt 
fiigen wir zu diesen Punkten noch einen idealen Punkt hinzu. 
Derselbe wird durch den Punkt (%,tt 2 ? a 3) vollig bestimmt. 

Sei (&!, & 2 , & 3 ) 4= (Oj 0? 0) ein zweiter Punkt des Raumes. 
Existiert dann ein Zahl Q derart, daJB 



ist, so soli der diesem Punkte entsprechende ideale Punkt mit dem 
erst en idealen Punkte identisch sein, sonst aber nicht. 

So bilden denn die idealen Punkte eine Mannigfaltigkeit von 
der 2(^ 1) =4- ten Dimension. Perner entspricht den eigent- 
lichen Punkten der Geraden 

(5) z l = Aa 1? # 2 = Aa a , % = Aa 37 
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wobei nur (%, a a , a s ) 4= (0, 0, 0) und auch A 4=0 1st, und nur die- 
sen Punkten, ein und derselbe ideale Punkt. Wir wollen also 
diesen idealen Punkt als einen Punkt jener Geraden definieren und 
ihm auch den Punkt A = oo zuordnen. Daher liegt es nahe, jeden 
idealen Punkt als einen unendlich fernen Punkt zu benennen und 
etwa durch das Symbol (la la Aa 23 /Ia 3 ) 2 = 00 oder kiirzer durch 
(%, a 2 , ag)^ = (a) ^ zu bezeichnen. Zur Darstellung eines solchen 
Punktes geniigt ein beliebiger, vom Anfang verschiedener Punkt 
der entsprechenden Geraden (5). 

Unter der Umgebung eines unendlich fernen Punktes 
(a x , a 2 , a s ) M versteht man die Punkte 



wofiir (a\, a' s , %) 4= (0, 0, 0) ein beliebiger Punkt der Umgebung 
von (a) und A ein beliebiger Punkt der Umgebung der Stelle 
A = oo sind. 

Eine Funktion JP(%,0 2 >%) k^ i m unendlich fernen Punkte 
(A%, Aa 2 , yLa 3 ) 2=00 analytisch, wenn es eine bestimmte Umgebung 
dieses Punktes gibt, in deren eigentlichen Punkten F sich analy- 
tisch verhalt und absolut genommen unter einer festen Zahl bleibt. 
Dann nahert sich F ein em Grenzwert in jedem uneigentlichen 
Punkte dieser Umgebung, wie aus dem Eiemannschen Satze be- 
ziiglich des Verhaltens einer Punktion in der Nahe einer hebbaren 
Unstetigkeit, Kap. 8, 3 hervorgeht. Legt man der Punktion 
noch in den uneigentlichen Punkten der bewuBten Umgebung den 
betreffenden Grenzwert bei und projiziert man diesen Bereich ins 
Endliche, so wird sich die transformierte Punktion im transfor- 
mierten Punkte analytisch verhalten. 1 ) 

Schlup'bemer'kungen. Im Palle n = 2 ist die Geometrie der re- 
ziproken Eadien holoedrisch isomorph mit der Geometrie der 
Bbene der Punktionentheorie 2 ), dagegen ist sie von der ebenen 
projektiven Geometrie vollig verschieden, indem keine ein-eindeu- 



1) Wir haben mit Absicht den Gebrauch der homogenen Koordinaten 
hier vermieden, denn diese verschleiern nur die eigentliche Saohlage. Erst 
nachdem die Definitionen nebst ilirer Rechtfertigung Mar sind, welche der 
Einfiihrung der unendlichen Punkte zugrunde liegen, darf man sich mit ge- 
biihrender Achtung vor dem eigenen Geiste den homogenen Koordinaten an- 
vertrauen. Diese mussen der Funktionentheorie entbehrlich sein und nur als 
ein eleganter Formalismus zugelassen werden. 

2) Bocher, Fricke-Klein, a. a. 0. 
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tige regulare Beziehung swischen den Punkten ihrer Ebene nnd 
den Punkten der projektiven Ebene moglich ist. Dies erhellt 
schon daraus, claB die Anzabl der Schnittpunkte zweier Kreise 
in den beiden Geometrien verschieden ausfallt. 

Ist n ^ 3, so sind alle drei erweiterten Eaume wesentlich 
voneinander verschieden. 

Im Falle n = 1 wurde der ganze unendiich feme Bereich (der 
Punkt z = co) durch eine geeignete Transformation der Gruppe 
ins Bndliche projiziert. Sobald dagegen n > 1 ist, trifft dies in 
den drei vorstehenden Geometrien nicht mehr zu. Eine jede 
Transformation der Gruppe fiihrt mindestens einen unendiich 
fernen Punkt in einen zweiten solchen liber. 

Fur hohere Werte von n gibt es nicht nur die drei soeben be- 
sprochenen Falle. Man kann auch daraus zusammengesetzte Palle 
bilden, indem man die Variabelen in zrwei oder drei Klassen ein- 
teilt und diejenigen ein und derselben Klasse nach der Gruppe 
einer der obigen Geometrien transformiert. So hatte man etwa 
im Falle n = 8 die Gruppe 



r ' ^ v> = b"y+c" , az+J 

-- ' * ~- ' ' 



Diese Gruppe entspricht der Theorie der Funktionen zweier 
Argumente in der Ebene der projektiven Geometrie. Der zuge- 
horige Eaum besteht aus den eigentlichen Punkten des gewohn- 
lichen komplexen Eaumes, n = 3, wozu noch die Punkte eines 
unendiich fernen Bereiches hinzugeftigt werden, und zwar so, daB 
die Punkte des erweiterten Eaumes in umkehrbar eindeutiger Be- 
ziehung mit den Punktepaaren {#, (#, t/)} stehen, wo z die Neu- 
mannsche ,0-Kugel durchlauft, wahrend (x, y) der projektiven 
Ebene angehort. 

In der Geometrie bilden meist die Elemente, welche man als 
Operanden der Gruppe zugrunde legt, eine abgeschlossene Mannig- 
faltigkeit. Vom Standpunkte der Analysis aus trifft eine solche 
Auffassung indessen nicht stets zu eine Behauptung, wofur die 
homogenen Koordinaten des nachsten Paragraphen ja bereits ein 
Beleg sind, da der Eaum letzterer eben ein offener ist. 

DemgemaB darf man die soeben erwahnten zusammengesetzten 
Falle nieht zu eng fassen. So konnte man insbesondere das obige 
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Beispiel etwa dahin abandern, daB man die dritte Gleichung durch 
f olgende : 



ersetzt. Auch konnte man eine Eeihe der Variabelen als homogene 
Veranderlichen ( 19) einfuhren. 

In der Theorie der algebraischen Funktionen mehrerer Argu- 
mente nebst den zum algebraischen Gebilde gehorigen Integralen 
ist die Frage der zugrunde gelegten Gruppe und somit des unend- 
lich fernen Bereiches von prinzipieller Bedeutung. 

19. "fiber liomogene Koordinaten. 1 ) 

In der Geometrie legt man ein abgeschlossenes System von 
Elementen, 3ft, zugrunde 2 ), wie z. B. die Punkte eines Punkt- 
raumes nebst den idealen Punkten des unendlich fernen Bereichs 
desselben, oder auch die Strahlen eines Strahlbiischels. Diese 
Elemente lassen sich nicht, wie die eigentlichen Punkte des ge- 
wohnlichen Baumes, in ein-eindeutiger stetiger Weise durch 
Zahlenkomplexe darstellen, woftir der erweiterte Punktranm 
eben einen Beleg liefert. 

Um dem abzuhelfen, fiihrt man homogene Koordinaten ein. 
So setzt man beispielsweise im Falle eines projektiven Punkt- 
raumes, R = R n , dessen Punkte aus den eigentlichen Punkten 
(#!, . . ., x n ) des gewohnlichen komplexen n-dimensionalen Eaumes 
nebst den idealen unendlich fernen Punkten bestehen, 



Hier durch entsteht eine Beziehung zwischen den samtlichen 
Punkten des erweiterten E n und den Punkten einer zweiten Man- 



1) Der erste Teil dieses Paragraphed wird im einzelnen fur den Leser> 
welcher von den algebraischen Funktionen und ihren Integralen, sowie von 
der Theorie der linearen Differentialgleichungen noch nichts weiB, nicht ver- 
standlich sein. Imnierhin wird er jetzt schon gewisse Bindrucke dem Texte 
entnehmen konnen, welche dann durch eine spatere Lektiire noch verscharft 
werden. 

Der ganzliche Mangel derartiger Auseinandersetzungen in der Literatur 
ist schuld daran, daB die homogenen Variabelen den Analytikern unsympa- 
thisch geblieben sind. Klein, Math. Annalen 36 (1890), S. 6, hat zwar gesagt, 
daB man die homogenen Variabelen als gewohnliche Variabelen in einem 
hoheren Raume auffassen kann, und dabei hat er es denn bewenden lassen. 

2) Hier ist von dem Vorgehen die Rede, dessen sich beispielsweise 
v. Staudt in der projektiven Geometrie bediente. 
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nigfaltigkeit, namlich der Gesamtheit der Punkte (| , | 19 . . ., f w ) 
mit alleiniger Ausnabme des Punktes (0,0,.. .,0) und ohne Er- 
weiternng durch uneigentlicbe, die sogenannten unendlich fer- 
nerij _ Punkte. Dieser letzte Punktraum werde mit 3ft = SR + i 
bezeichnet. 

Die reine Geometrie bescbaftigt sicb mit Gebilden , welche 
aus einem Teil der Element e von 2Ji bestehen, wie z. B. die Ge- 
raden der Ebene und die Flacben 2. Grades des Eaumes. Den 
Punkten dieser Gebilde entsprecben dann, im soeben erwahnten 
projektiven Falle 2R == B, in (l,cx))-vieldeutiger Weise Punkte 
von Gebilden im Eaume SRn+i- So scbneidet man denn in der 
Geometrie aus dern Ganzen, % einen Teil, , heraus. 

Bin wesentlich neuer Gedanke entwickelte sicb im AnscblnB 
an Eiemanns Tbeorie der algebraiscben Funktionen und ibrer 
Integrale. Eiemann batte namlicb den Begriff einer Funktion 
an einem vorgelegten Gebilde in den Vordergrund geriickt. Das 
Gebilde besteht bier vornebmlicb aus einer algebraiscben Eie- 
mannschen Flacne & und zwar inklusive des unendlicb fernen Be- 
reicbs. Letzterer setzt sich aus einer endlichen Anzabl von 
Punkten zusamrnen. Wie man sieht, entstebt so eine enge Analo- 
gie zwiscben der Grundflache g, als geometriscbes Substrat be- 
trachtet, und dem Bereicbe der unabbangigen Tariabelen in der 
Analysis, d. h. dem Definitionsbereiche einer Funktion. 

Diesen Gedanken nabmen Aronbold 1 ) und Clebscb und 
Go r dan 2 ) auf, und er wurde spater von Klein 3 ) zu einem 
Hauptgesicbtspunkte gemacbt, indem diese Forscher FunMonen an 
homogenen Gebilden betracbteten. Als erstes Beispiel seien die ebe- 
nen algebraiscben Kurven erwabnt, welcbe zu algebraiscben Gebil- 
den im komplexen SRg der bomogenen Koordinaten AnlaB gaben. 
Sodann gab es Noethers Normalkurve im projektiven B 9 _ l9 wel- 
cbe zu einem algebraiscben Gebilde im Eaume ^ der homogenen 
Variabelen fiibrt. In beiden Fallen sind die bomogenen Gebilde 
Fldchen im Sinne der algebraiscben Geometrie, also reell 4-facb 
ausgedebnte Mannigfaltigkeiten. 

Wir erwahnen weiter die Kleinsche Bebandlung der Theorie 



1) Journ. f. Maili. 61 (1862), S. 95. Vgl. auch EncyUopadie II B 2, S. 137. 

2) Abelsche Integrale, 1866. 

3) Man vergleiche etwa die soeben zitierte Abhandlung aus den Math. 
Annalen, sowie die Bande tiber elliptische Modul- und automorphe Funktionen, 
welche Klein und Frioke gemeinsam herausgegeben haben. 
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der gewohnlichen linearen Differentialgleichungen zweiter Ordxrang, 
sowie der antomorphen Funktionen. Hier wird die eine unabhan- 
gige Variabele der gewohnlichen Analysis, x, dnreh homogene 



Veranderliche ersetzt: 

x === ~~~~ . 



raid auch die abhangige Variabele y wird homogen gemacht: 



Hiermit verlaJBt man die projektive Geometrie, indem die 
durch die Funktion 

y = /(*) 

definierte Kurve der gewohnlichen Ebene der analytischen Geome- 
trie jetzt als eine Kurve einer erweiterten Ebene betrachtet wird, 
welch letztere aber nicht als die projektive Ebene, sondern als die 
Ebene der Funktionentheorie sich einstellt. 1 ) 

Nachdem wir soviel iiber das Wesen der homogenen Varia- 
belen vorausgeschickt haben, wenden wir uns jetzt zur Einfiihrung 
derselben in den einfachsten Fallen, sowie zum 1. Hauptsatze, wor- 
auf ihre Einftihrung bernht. 

a) Der projektive Raum. Diesen Pall haben wir bereits be- 
sprochen. Bind x l} ...,x n die gewohnlichen komplexen Koordina- 
ten eines eigentHchen Punktes desselben, so besteht die (l,oo)- 
vieldeutige Transformation in den Gleichungen 



Einem uneigentlichen Pnnkte (Aa 1? . . ., Aa n ) 2=00 ordnet man jeden 
Punkt (f) zu, wofiir 



DemgemaB besteht durchweg die Nebenbedingung 



1) Dieser Gedanke, eine Kurve der gewohnlichen Ebene der komplexen 
analytischen Geometrie als eine Kurve der Ebene der Funktionentheorie auf- 
aufassen, tritt bereits bei Biemann auf ; Theorie der Abelschen Funktionen, 
Journ. f. Math. 54 (1857), S. 124 = T/Perfce, 1. Aufl. S.103; 2. Aufl. S. 110. 
Andererseits findet der analytische Vorgang sein Gegenstiick in den Korre- 
spondenzen der algebraischen Geometrie. 

Osgood, Funktionentlieorie. n, 1. 2. Aufl. 5 
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An Stelle der Gruppe 



tritt nun die Gruppe 
(a s ) fi = 

b) JDer Eaum der Funktionentheorie. Hier wlrd die Transfor- 
mation im Falle elnes eigentlichen Punktes durch die Gleichungen 
ben: 



Einem uneigentlichen Punkte, wofiir z k = oo, *=i,...,z, ordnet man 
jeden Punkt (f) zu, wofiir 

ist, wakrend (b x ) statt hat, falls "k 4= &* ist. Bs bestehen hier die 
n Nebenbedingungen 



An Stelle der Gruppe 
(b 2 ) < 



tritt nun die Gruppe 

(b 3 ) ' Zi = ^ + ' 



c) Die msammengesetzten Edume. Jetzt ist klar, wie man hier 
vorzugehen hat. So wird man im Beispiele des vorhergehenden 
Paragraphen 



zu setzen haben. Dabei geht die Gruppe in folgende iiber: 
fo = o f i + & f a + <? f o 
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Beziiglich soleher Eanme werden die homogenen Variabelen 
stets so eingefiihrt, daB die folgenden Satze gelten. 

1. Hauptsatz. 1 ) Sei F eine Function, welcJie sicJi in einem 
Purikte P des vorgelegten erweiterten Baumes E analytiseh bzw. 
meromorph*) verhalt, und sei Q ein Punkt des Raumes R der homo- 
genen Variabelen, welcher P entspricht. Dabei darf P sowolil ein 
eigentlicher als auch ein uneigentlicher Punkt sein, Q kann aber nur 
ein eigentlicher Punkt sein. 

Alsdann geht F in eine Funktion im Baume SR uber, weldie 
sich in Q analytiscli "bzw. meromorph verlialt, und zwar im ur sprung- 
lichen Sinne des Wortes, da Q eben ein eigentlicher Punkt ist. 

Beginnen wir mit dem Falle des projektiven Eaumes und set- 
zen wir der Kiirze halber n = 2. Sei ferner P ein uneigentlicher 
Punkt, da der Satz sonst offenbar richtig ist. Vermoge einer 
Transformation 

(1) X = ko ~ 

^ ; * 



werde der Punkt P in einen endlichen Punkt P x iibergefuhrt. Da- 
bei geht die vorgelegte Funktion F nach Voraussetzung in 
eine Funktion F(X 1} X^) iiber, welche sich in der Nahe von P x 
in der Form darstellen lafit: 



wo G, H sich beide im Punkte P x analytiseh verhalten. 3 ) 

Wir ftihren jetzt eine Funktion der homogenen Variabelen 
ein, indem wir jedena Punkte (lo,^,^), welcher einem Punkte 
der Umgebung von P entspricht, den Wert der Funktion F dort 
zuordnen, sofern F dort definiert ist: 



1) Der 2. Hauptsatz wird erst in Kap. 3, 30 besprochen. 

2) Bine Funktion verhalt sich meromorph in einem Punkte, wenn sie 
sich als das Verhaltnis zweier sich im Punkte analytiseh verhaltenden Funk- 
tionen ausdrticken laBt. 

3) Die eigentHche Funktion JP(%, jc a ) geht in eine Funktion F^X^, X^) 
iiber, welche hebbare Singularitaten in der Nahe von P x aufweisen kann. 
Und nun liefert die erganzte Funktion F l die Funktion F. Diese Ausnahme- 
werte, sofern welche vorhanden sind, sind geradezu die Werte der ursprung- 
Hchen Funktion in den unendlich fernen Punkten der Umgebung von P. 

5* 
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Ein dem Pnnkte P zugehoriger Punkt Q sei () = (a), wobei 
a Q = 1st. Dann ist 



(2) C 00 a + c ii + ^ffa + O* also c ii + 



In der Tat sei P ein Punkt (Aa 1? Aa 2 );. =oc . Dann darf man 
a x = a l9 a 2 = a 2 setzen. DeragemaB hat P 2 die Koordinaten 



Km Z, = lim M 5 

;>==00 2oo tf oo + ^(Coiai + c 02 a a ) 

Wiirde nun 

C 01 % + 02 a 2 =0 

sein, so mtiBte auch 



da P! ja im Endlichen liegen soil. Dies hatte aber das Ver- 
schwinden der Determinante der Transformation zur Polge. 
Des weiteren ist wegen (a x ) und (1) 



X = Oo l g A==1 2 

^ ' 



Diese Funktionen verhalten sich wegen (2) analytisch im Punkte 
(|) = (a). DemgemaB gehen G und H in Funktionen iiber: 



welche sich beide im Punkte (f) = (a) analytisch verhalten, und 
hiermit ist der Beweis erbracht. 

In alien anderen Fallen, wie z. B. beim Eaume der Funk- 
tionentheorie, geht man in ahnlicher Weise vor und stellt so den 
Beweis her. 

20. Bar Laiirentsclie Satz. 

Sei S ein regularer, mit zwei Eandkurven G I} C 2 versehener 
Bereich der w-Ebene, und sei T ein ebensolcher, von 7\ und F 2 
berandeter Bereich der 0-Ebene. Dabei liege C^ innerhalb (7 2 , 
und ebenso 7\ innerhalb jT 2 . Sei ferner i(w,z) im Zylinder- 
bereiche (S, T) analytisch und am Eande desselben stetig. Stellt 
man nun / durch die Oauchysche Integralformel dar, so kommt: 

f(w, g) = to,r&, *) + fax\(v>, *) + farM e) 
wobei 



l ( 

^-y / t 
/ 
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Der auBerhalb (7 X gelegene Teil der w-Ebene werde mit S i9 der 
innerhalb (7 2 gelegene Teil mit S 2 bezeichnet; und ebenso mogen 
in der #-Ebene die Bereiche T 15 T 2 erklart werden. Dementspre- 
chend verhalt sieh die Funktion fcir 3 -, im Zylinderbereiehe 
(S i9 T*) analytisch. 

Jetzt kann man die Forderung der Stetigkeit am Eande fal- 
len lassen und den Satz auch fur diesen Fall, wie unter ahnlichen 
Umstanden, Bd. I, S. 364 gesehah, beweisen. Im librigen darf 
einer der Bereiche 8 und T einfach zusammenhangen. Dann stehen 
rechter Hand nur zwei statt vier Glieder. 

Nimmt man insbesondere die Bereiche S, T als Kreisringe an, 
deren Mittelpunkte in w = bzw. z = liegen, so gestatten die 
betreffenden Integrale Potenzreihenentwicklungen, wie folgt: 

f Cl r L nach positiven Potenzen von , ; 

, 1 

fc z i\ ,? j) }> w , ; 



Endlich diirfen die Kreise C it F auf die Punkte w = bzw. 
z = zusammenschrumpfen, und ebenso diirfen sich die Kreise 
C 2 ,-r 2 auf die ganze w- bzw. #-Ebene ausdehnen. 

Diese Entwicklungen iibertragen sich ohne weiteres auf Funk- 
tionen beliebig vieler Veranderlichen. In den vorhergehenden 
Satzen besteht der Laurentsche Satz fur Funktionen mehrerer 
Argumente. 

Anwendung des Satzes. Wir wollen den Laurent schen Satz 
gleich zum Beweise eines allgemeinen Theorems anwenden, wel- 
ches um so frappanter ist, daB es kein Analogon in der Theorie 
der Funktionen einer Variabelen besitzt. 

Satz. 1 ) Ist f(w, 2} im Bereiche 

: \w\ + \z\ >G 

analytisch, wo G eine feste Zahl bedeutet, und Ueibt f dort aufierdem 
endlich, so ist f eine Konstante. 



1) Madison Colloquium, p. 145. 
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Zum Beweise stelle man die Funktion im Bereiche 

G < | | < oo, \w \ < oo 

in der Form dar: 

f(w, z) = /a A + far, = J^*(*X. 

k = Q 

Dabei verhalten sich die Koeffizienten im Bereiche G < \ z \ < oo 
analytisch. Hier miissen aber zunachst alle Koeffizienten A 1s (z}, 
wofiir fc>0 ist, identisch verschwinden. Sonst sei Atf(z) em 
Koeffizient, wofiir dies nicht zutrafe, und sei auBerdem A Jc f (# ) =j== 0, 
| \ > G. Fur grofie Werte von w bleibt f(w, # ) aber nach Vor- 
aussetzung endlich, und hiermit ist man zu einem Widerspruch 
geftihrt. DemgemaB reduziert sich f(w 9 z) auf eine Fnnktion 
von z allein. Bei den Voraussetzungen des Satzes treten aber w 
und z symmetrisch auf. Daher erweist sich / ebenfalls als eine 
Funktion von w allein, und hiermit ist der Beweis erbracht. 
Der Satz laBt sich auch, wie folgt, formulieren. 

Verhalt sich eine Funktion f(z l9 ... 9 s n ) 9 n ^ z, in jedem 
Purikte des unendlich fernen Bereiches analytisch, wie aucli immer 
dieser Bereich als abgeschlossene Punktmannigfaltigkeit definiert wer- 
den moge, so ist f eine Eonstante. 

21. Analytisclie Fortsetzung, 

Der Begriff der analytischen Fortsetzung, wie er im ersten 
Bande dieses Werkes, 9. Kapitel, fiir Funktionen einer Variabelen 
auseinandergesetzt ist, iibertragt sich ohne weiteres auf Funktio- 
nen beliebig vieler Argument e. Verhalt sich namlich /(%, ..,,# w ) 
im Innern eines 2^-dimensionalen Bereiches T des Eaumes der 
Variabelen (z l9 . . . 9 ss n ) analytisch; gibt es ferner einen T umfas- 
senden 2n-dimensionalen Bereich Z nebst einer im Innern von ! 
analytischen Funktion, welche in den Punkten von T mit / iiber- 
einstimmt, so sagt man, / laBt sich liber T hinaus analytisch fort- 
setzen. Die erweiterte Funktion, fiir die nicht zu T gehorigen 
Punkte von betrachtet, heifit eine analytisclie Fortsetzung von /. 
DaB es nur eine analytische Fortsetzung von / im genannten Be- 
reiche gibt, folgt aus dem Identitatssatze von 12. 

Allgemeiner seien T 9 T' zwei iibereinandergreifende Bereiche, 
in denen zwei Funktionen /(#!, . . .,#) bzw. <p(z l9 . . ., z n ] sich 
analytisch verhalten. Stimmen dann / und <p im Innern eines bei- 
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den Bereichen gemeinsamen Gebietes miteinander iiberein, so bil- 
det jede derselben eine analytische Fortsetzung der anderen. 

Auch die analytische Fortsetzung einer vorgelegten Funktion 
langs einer bestimmten Kurve findet hier ihre naturgemaBe Ver- 
allgemeinerung. Ehe wir uns indessen zur naheren Besprechung 
dieses Begriffs hinwenden, fiihren wir vorerst gewisse Bereiche 
ein, welche anch sonst in der Theorie der analytischen Fortsetzung 
von Wichtigkeit sind. 

Definition der Bereiclie K. Sei f(w,z) im Punkte (w 09 zj) 
analytisch, und sei 

K f r : \w~~-w Q \<r, | z Q \<r 

ein im Definitionsbereich von / belegener Kreiszylinderbereich. 
Dann ist es denkbar, daB / eine analytische Portsetzung gestattet, 
derart, daB die neue Punktion sich in einem groBeren Bereiche 
K' r ,, wofiir also r' > r ist, analytisch verhalt. Ist / keine ganze 
Punktion, so sei R die obere Grenze der Zahlen r. Wir konnen 
dann den Kreiszylinderbereich K' R ~ K = K , , als eine Verallge- 
meinerung des wahren Konvergenzkreises im Palle n = 1 ansehen 
und zu ahnlichen Zwecken benutzen. Im Palle einer ganzen 
Punktion soil K aus dem ganzen endlichen Eaume bestehen. 

Zur Bestimmung der Zahl E kann man sich der Taylorschen 
Eeihenentwicklung bedienen. Setzt man dies in der Form an: 



und schreibt man ferner 



wobei die Summe sich auf alle Werte von m, n erstrecken soil, 
wofiir m + n = "k ist, so ist E offenbar die obere Grenze der- 
jenigen positiven Zahlen r, wofiir die Eeihe 



konvergiert. 

Definition der Bereiche $ im Eaume der Funktioneniheorie. Wir 
wollen den eigentlichen Eaum noch durch einen unendlich fernen 
Bereich zu einem geschlossenen Bereiche erganzen. Beginnen wir 
mit dem Eaume der Funktionentheorie. 
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1st (w, z) ein Punkt, wofiir | w \ ^ 1 bzw. w = oo ist, nnd iibt 
man die Transformation 



aus, so geht (w 9 z) dadurch in einen Punkt (w',z r ) iiber, wofiir 
j w' | 5j 1 ist, wahrend | z \ unverandert bleibt. 

Ebenso geht ein Punkt (w, z) , wofiir | z \ ^ 1 bzw. z = oo ist, 
durch die Transformation 

( A 2 ) w' w , z 

in einen neuen Punkt (w' 9 z'} iiber, wofiir | #' | < 1 ist, wahrend 
| w | unverandert bieibt. 

Vermoge der beiden Transformationen (AJ und (A 2 ) kann man 
einen beliebigen auBerhalb des Bereiches 

belegenen eigentlichen oder uneigentlichen Punkt (w 9 z) in einen 
Punkt von B iiberfuhren. 

Vom Standpunkte der Gruppentheorie aus kann man den 
Sachverhalt hier, wie folgt, auffassen. Durch die Transformatio- 
nen (A-J und (A 2 ) wird eine endliche Gruppe erzeugt, deren 
weitere Transformationen aus der Identitat nebst der folgenden 
bestehen : 

(A 3 ) w' = , / = !. 

Und nun erhalt man einen Fundamentalbereich fur diese Gruppe, 
indem man die Punkte (w 9 z) nimmt, wofiir 

\z\ <1 bzw. | #|=1, fg y 9 2 = x + iy. 
und ebenso 

| w | <c 1 bzw. | w? | = 1 , O^Jv, w == u ~j- iv , 

ist. Dieser Bereich werde mit bezeichnet. 

Wir sind nunmehr in der Lage, jedem Punkte (W Q , Z Q ) einen 
dem friiheren K analogen Bereich $ beizulegen, wie es die Ver- 
haltnisse im erweiterten Baume erfordern. Liegt namlich (W Q) Z O ) 
bereits in f^, so moge S geradezu als K erklart werden. Sonst 
werde (W Q ,Z O ) durch eine geeignete Transformation S der Gruppe 
in gebracht und der zum transformierten Punkte (w' Q9 tf Q ) und 
zur transformierten Punktion -f'(w',z f ) gehorige Bereich K be* 



22. Fortsetzung. Das Gleiche im projektiven Raume 73 

stimmt. Indem man nun K durch die zu S inverse Operation S- 1 
transformiert, entsteht dadurch ein Bereich, welchen wk mit $ 
bezeichnen wollen. 1 ) 

Im allgemeinen Palle n = n handelt es sich urn die Gruppe 



wobei die Exponenten i ly i 2 , . . ., i n unabhangig voneinander die 
Werte 1, 1 annehmen. Darnach 1st die Gruppe von der 2 w -ten 
Ordnung. Ein zugehoriger Fundamentalbereich g besteht aus den 
Punkten 

1 % | < 1 bzw. |^|=1, O^y*, z, = ^ + iy*. 
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Hier kann man sich der Gruppe bedienen, welche durch die 
beiden folgenden Transformationen erzeugt wird: 



/ A \ , W , 

(A 2 ) to' = T , 3 ' = T - 

Diese Gruppe entspricht der in homogenen Variabelen ge- 
schriebenen Gruppe 



wobei ii 9 iz)... 9 in eine beliebige Anordnung der Zahlen 1,2, 
. . . , n vorstellt. 2 ) 



1) Fur gewisse am Bande von gf belegene Punkte 1st S nicht eindeutig 
bestimmt. 1st z. B, ? = 1, | 3 | > 1, so konnte man etwa festsetzen, daB S 
als die Transformation 

w' = w, z f = , 
z 

und nicht als 



gewahlt werde; d. h. daB nur solche Koordinaten transformiert werden, 
wofiir dies vonnoten 1st. 

2) Wegen dieser Gruppe vergleiehe man Klein, Math. Annalen 4 (1871), 
S. 346; E. H. Moore, Am&r. Journ. of Math. 22 (1900), p. 336. 
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Im lalle n = 3 schreibt man leicht alle 3! Transformationen 
in nicht-homogenen Variabelen bin und iiberzeugt sich dann ohne 
Mtihe, daB ein Fundamentalraum fiir die Grnppe aus dem Innern 
nebst einem Tell der Kandpunkte des Bereiches 



besteht. 

Bezeiebnet man die bomogenen Variabelen fiir ein beliebiges 
n mit w l9 . . .,w n und faBt man den Bereich 



ins Auge, so lieiern die inneren Punkte von H, d. h. die Punkte, 
wofiir stets das Ungleichbeitszeiclien gilt, eben die inneren Punkte 
eines Fundamentalbereiches im Eaume der homogenen Variabe- 
len. Die Eandpunkte von H werden erbalten, wenn mindestens 
ein Gleichheitszeichen gilt. Sie sind mithin diejenigen Punkte von 
H, welche auf einem der Gebilde 



liegen. Im iibrigen sei noch bemerkt, daB stets | w n \ > ist. 

1st (w) ein Punkt von H, so wird (?), ( J 4=o, ebenfalls ein 
Punkt von H sein. Wir konnen nun zu einem Pundamentalbereich 
% fiir die nicht-liomogene Gruppe iibergeben, indem wir w n = 1 , 
Wk tSk, *=i ,...,-!. setzen. Die inneren Punkte von % sind 
dann die inneren Punkte des Bereicbes 

P: |*i| ^Kl ^-" ^l*-il^ 1* 

und die Bandpunkte von P sind wieder solcbe, wofiir mindestens 
ein Gleichheitszeieben gilt. Ist nun etwa 



so wollen wir unter den biermit kongruenten Punkten denjenigen 
zu g rechnen, wofiir 

g arc % < arc # 2 < % n ^* 

Damit ist % vollig definiert. Ein innerer Punkt von % wird 
nur durch die Identitat in einen Punkt von gf iibergefiihrt. Bin 
Eandpunkt von % wird niemals in einen anderen Punkt von ^ 
iibergefiihrt. 
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Die Bereiche S. Wir sind nunmehr in der Lage, die Bereiche 
$ zu definieren. 1st (w Q ,2 Q ) bereits ein Pnnkt von g und ist 
K der dazugehorige Bereich, so moge ffi eben als der Bereich K 
erklart werden. 

In jedem anderen Falle sei (w' t z'} derjenige Punkt von %, 
welcher (W Q , # ) nnter der Grappe entspricht, und sei T eine Trans- 
formation, welche (t# , ) in (w',s') iiberftihrt. Ist (w',z'} ein in- 
nerer Punkt von H, so wird es nur elne derartige Transformation 
geben. Sonst kann es mehrere geben, und wir nehmen eine davon 
willkiirlich an. 

Im iibrigen ist es leicht, ahnlich wie vorh.in bei der Festle- 
gung der Eandpunkte von r, eine Yerabredung zu treffen, wonach 
die Transformation T auch in diesem Falle eindeutig bestimmt 
wird. So konnte man beispielsweise unter zwei Transformationen 



die erstere stets dann und nur dann vorziehen, falls die erste von 
verschiedene Differenz % Ji,^ J*2 positiv ist. 

Fahren wir fort, indem wir den zu (w f , z') und zur transfor- 
mierten Funktion -f r (w r ,z'} gehorigen Bereich. K bestimmen. 
Durch die zu T inverse Transformation wird nun K in denjenigen 
Bereich tibergefiihrt, welchen wir als bezeichnen wollen. 

23. Analytisclie Fortsetzung langs einer Kurve. 

Kurven im erweiterten Raume. Unter einer regular en Kurve 
des erweiterten Eaumes versteht man eine Punktmenge L, welche 
in eine endliche Anzahl von Stiicken zerlegt werden kann, derart, 
daB je zwei aufeinanderfolgende Teile entweder schon im End- 
lichen liegen und eine regulare Kurve bilden oder doch wenigstens 
durcla eine Transformation der betreffenden Gruppe ins Endliche 
projiziert werden konnen, wobei dann das x\bbild derselben eine 
regulare Kurve abgibt. Im tibrigen soil die Kurve L aus einem 
zusammenhangenden Stiicke bestehen. 

Kann man die obigen Teile auBerdem nochi * so wahlen, daB 
jeder davon, welcher bereits im Endlichen liegt, analytisch ist, 
wahrend die anderen, nachdem sie einmal ins Endliche projiziert 
sind, analytische Kurvenbogen liefern, so heiBt L eine analytische 
Kurve bzw., falls mehrere verschiedene analytische Kurvenbogen 
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aneinander gereiht sind, ein analytischer Kurvenzug des erweiterten 
Raumes. 

Analytisclie Fortsetmng Idngs einer Kurve. Sei L erne regu- 
lare vom Punkte (w Q9 z Q ) ausgehende Kurve des eigentlichen bzw. 
des erweiterten Raumes, und sei f(w,z) im Punkte (W Q , z ) analy- 
tisch. Dann kann man / (w, z) vermoge iibereinandergreif ender Be- 
reiche langs L analytisch fortsetzen, indem man zunachst einen 
innerhalb $, ,* , aber nahe am Rande dieses Bereiches gelegenen 
Punkt (w?i,%) wahlt und dann den Bereich Wi , Sl in Betracht 
zieht. Durch Wiederholung dieses Schrittes wird man entweder 
die ganze Kurve L mit einer endlichen Anzahl von Bereichen w ,,^ 
uberdecken, oder aber auf die Existenz eines ersten unerreichbaren 
Punktes, (w, 0), schlieBen konnen. 

Die iibrigen Entwicklungen des ersten Bandes, Kap. 9, 1 
iibertragen sich jetzt ohne weiteres auf Punktionen mehrerer 
Variabelen, Wir heben noch die Definition besonders hervor, wo- 
nach eine in einem Bereiche T analytische Funktion /(%, ...,^ n ) 
und eine zweite im Bereiche T' analytische Punktion <p(z l9 . . ., z n ) 
als gegenseitige analytische Portsetzungen voneinander erklart wer- 
den sollen, falls es moglich 1st, die Punktion / von einem inneren 
Punkte des Bereiches T aus langs einer Kurve L bis zu einem in- 
neren Punkte P von T' hin analytisch fortzusetzen, wobei dann 
diese letzte Fortsetzung in der Nahe von P mit der Funktion q> 
ubereinstimmen soil. 

Theorem. Sei T ein Bereich von einfachem linear en Zu- 
sammenhange, und sei /(%,...,#) eine in einem Punkte von T 
analytische Function. La/3t sich dann f langs jeder in T belegenen 
regularen Kurve analytisch fortsetzen, so bilden die also erhaltenen 
Funktionswerte eine in T analytische Funktion. 

Der Beweis laJBt sich hier geradeso fiihren wie im Falle n = 1 
(I, 9, 2), indem man sich der Verallgemeinerung jener Entwick- 
lungssatze betreffend linear einfach zusammenhangende Bereiche 
bedient. Andererseits kann man von der Voraussetzung ausgehen, 
daB jede einfache geschlossene in T gelegene Kurve L sich stetig 
auf einen inneren Punkt von T zusammenziehen laBt, ohne einen 
Bandpunkt von T zu iiberschreiten. Ware nun der Satz nicht 
richtig, so muBte es einen inneren Punkt A von T und eine Be- 
stimmung / = / x der Funktion in der Nahe von A geben, derart, 
daB., wenn / x von A aus langs einer gewissen Kurve L analytisch 
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fortgesetzt wird, eine von / x verschiedene Bestimmung / 2 von / in 
der Nahe von A sich einstellt. Jetzt ziehe man L stetig auf einen 
inneren Punkt B von T zusammen. Dabei beschreibt der Punkt 
A eine Kurve, langs deren sowohl / t als / 2 analytisch fortgesetzt 
werden mogen. Da nun aber / x und / 2 stets voneinander verschie- 
den sein mtissen, in der Nahe von B es aber nicht sein konnen, 
so wird man hiermit zu einem Widerspruch geftihrt. 

Der Zusatz (I, 9, 2) nimmt hier auf Grund des Satzes von 
20 eine verseharfte Form an, welche den jenem Satze zugefug- 
ten Zitaten gemaB noch enger gefaBt werden kann. 

Zusatz. Verhalt sich eine Funktion /(#i,...,# n ) ^ n jedem 
Punkte des unendlich fernen Bereiches analytisch, so ist f eine 
Konstante. 

Das Theorem (A')> (I, 9 2), laBt zwar auch eine Yerallge- 
meinerung zu, welche jedoch von weniger Bedeutung ist, wie im 
Falle n = 1. Unter den Voraussetzungen des Satzes kann man 
namlich schKeBen, daB sich keine zweiseitige Flache S in die 
Kurve L einspannen laBt, derart, daB L stetig iiber S hin ver- 
schoben und schlieBlich auf einen Punkt zusammengezogen wer- 
den kann, wahrend / dabei stets langs L analytisch fortgesetzt 
werden kann. Mit anderen Worten laBt sich die Kurve L nicht 
in einen linear einfach zusammenhangenden Bereich einbetten, 
worin die Funktion beliebig analytisch fortgesetzt werden kann. 

Der Satz von Bd. I, S. 454 iibertragt sich direkt auf Grund 
des verallgemeinerten Riemannschen Satzes von Kap. 3, 3. 

Von den vier Aufgaben gilt die zweite unverandert. Auch die 
dritte trifft zu, und zwar auf Grund der Satze von Kap. 3, 29. 
Die vierte handelt von meromorpher Fortsetzung, Kap. 3, 13, 
und bleibt ebenfalls bestehen. 

24. Definition einer monogenen analytischen Funktion. 

Irn ersten Bande, Kap. 9, 3, 4, ist der Begriff einer mono- 
genen analytischen Funktion einer komplexen Variabelen ausfiihr- 
lich entwickelt worden. Jene Definition iibertragt sich unmittel- 
bar an der Hand des Vorausgehenden auf Funktionen mehrerer 
Argumente. Insbesondere braucht man auf S. 455 457 nur den 
Wortlaut und die Beziehung in evidenter Weise abzuandern. 

Was dagegen den Begriff des monogenen analytischen Ge- 



78 1, 1. Integraldarstellungen und mehrfach.e Reihen. Die erweiterten Raume 

bildes (I, 9, S. 457) anbetrifft, so iniissen wir deswegen auf das 
folgende Kapitel hinweisen. 

Die Definition ernes Zweiges bleibt bestehen. An Stelle der 
Eiemannschen Flache tritt jetzt der mehrfach zu zahlende Bie- 
mannsehe Raum. Auf das Analogon der Verzweigungspunkte kon- 
nen wir aber erst eingehen, wenn uns die Entwicklungen des 
nachsten Kapitels zur Verfugnng stehen. 

Da der Definitionsrauin der Punktionen mehrerer Argument e 
der Anschauung weiter entriickt ist, wie im Palle n = 1, so ist es 
urn so mehr von Wichtigkeit, eine vollkommene arithmetische 
Prazisierung des Begriffs der monogenen analytischen Funktion zu 
besitzen. Gliicklicherweise laBt sick die Arithmetisierung im Palie 
n = 1 ohne weiteres auf den allgemeinen Pall ubertragen. Der 
Hauptsatz (I, 9 4) nimmt hier folgende Gestalt an. 

Theorem. Sei /(%, ...,) im PunUe (a l} . . ., a n ) = (a) ana- 
lytiscli. Dann kann man dieser Function eine abzahlbare Menge von 
Funktionen: 

W=fk(8i,...,* n ), 7^0,1,2,.., 

folgender Bescliafferilieit zuordnen: 

a) Die Funktion f jc (%,... ,z n ) verhalt sich analytisch in einem 
Bereiche k , dessen Mittelpunkt im Purikte (a 7 *) = (af , . . . , a ( * } ) 
jb=o,i,2,..., liegt. Dap & k moglichst gro/3 angenommen werde, ist ja 
hier in der Definition dieses Bereiches mit enfhalten. In der Nahe 
der Stelle (a) = (a) soil aufierdem / (%, . . ., ^) mit der vorgelegten 
Funktion /(%, . . .,0J ubereinstimmen. 

b) Jede Funktion f k (%,..., z n ) Idflt sich aus jeder anderen 
dieser Funktionen durch analytische Fortsetzung ableiten. 

c) Sei L eine reguldre Kurve des erweiterten Baumes, Idngs de- 
ren f(z l9 . ..,z n ) sich analytisch fortsetzen lafit. Dann kann diese 
analytische Fortsetzung vermoge einer endlichen Anzahl der Funk- 
tionen /fc(#3, . . . 3 #) geleistet werden. 

Der Beweis gestaltet sich auch geradeso wie im Palle n = 1. 
Wir gehen vom Bereiche ^ aus und numerieren zunachst die ra- 
tionalen Punkte desselben, d. h. diejenigen Punkte von 0? deren 
Koordinaten sarntlich rationale komplexe Zahlen sind; dazu werde 
auch der Punkt (a) selbst mit gezahlt: 
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Jedem dieser Punkte (a k ) ordnen wir dann den zugehorigen Be- 
reich S 7c zu. Die so gewonnenen Funktionen /*(%, . . ., z n ) genii- 
gen Bedingungen a) und b) des Satzes. 

Jetzt ist schon klar, wie das Basonneinent weiter verlauft, 
und so erhalt man denn den vollstandigen Beweis. 

Anstatt von einer einzigen Funktion /(#i, ..*,#) auszugehen, 
hatten wir auch gleich eine beliebige endliche Anzahl von Funk- 
tionen 

fMfa,...,*^,--.,^^,-.;^, 

deren jede sich im Punkte (a) analytisch verhalt, zugrunde legen 
konnen. Die Fornmlierang des erweiterten Satzes ist ja evident, 
und der Beweis gestaltet sich. ebenfalls so wie im oben besproche- 
nen Falle. 

Der am Ende jenes friiheren Paragraphen befindliche Satz 
nimmt hier die folgende Gestalt an. 

Satz. Vorgelegt sei ein Funktionensystem, 



wobei / (;) (%, . . ., z n ) sich im Punkte (a) analytisch verMlt. Sei fer~ 
ner (z) = (^') ein beliebiger Punkt, nach welchem sich das simultane 
Funktionensystem analytisch fortseteen la fit, und sei (w[ , . . . , w' t ) 
das also erhaltene System der Funktionenwerte. Dann bilden die 
verschiedenen Wegen entsprechenden Komplexe (w[ , . . . , w'^ stets nur 
eine abzoMbare Menge. 

Vom Definitionsbereiche einer monogenen analytischen Funktion. 
Im AnschluB an den Fall n = 1 liegt es nahe, den Inbegriff der 
zu einer monogenen analytischen Funktion bzw. zu einem mono- 
genen analytischen Funktionensysteme gehorigen Bereiche ^ als 
einen mehrblatterigen Eiemannschen Baum auffassen zu wollen. 
In besonderen Fallen ist dies auch leicht durchzufiihren. Wir er- 
innern aber daran, daB der Beweis schon im Falle n = 1 nicht auf 
der Hand lag; (I, 14 18). Und ebenso im Falle n > 1 bedarf 
diese Frage einer besonderen Untersuchung. 

Zum Begriffe der monogenen analytischen Funktion ist in- 
dessen dieser Satz nicht no tig, wie aus dem Vorhergehenden ja be- 
reits ersichtlich ist. Trotzdem ist es zweckmaBig, wenigstens im 
Kleinen eine Vorstellung des Eaunies der Arguments der Funktion 
zu haben. Es sei uns darum gestattet, die verschiedenen $? fc nebst 
ihren zugehorigen Funktionselementen / & (%, . . .^) bzw. Systemen 
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(/J>fe . . ., ), . - ., /ffe ., z n )) ins Auge zu fassen und von dem 
Inbegriffe dieser fc als vom Definitionslereiche der Funktion bzw. 
des Funktionensystems zu reden, ohne dabei die andere Frage 
vorlaufig zu beruhren, "wie diese zu einem Riemannschen Eaume 
zusammenzufiigen sind. 

Algebraische Funktionen. AuBer solchen analytischen Punktio- 
nen, welche aus den Blementarfunktionen explizite zusammenge- 
setzt warden, sind die algebraischen Funktionen mehrerer Argu- 
mente wohl die einfaehsten, welche sich in der Praxis einstellen. 
Sei (?(%,.. .,Zn) ein irreduktibles Polynom, welches von positivem 
Grade in z n ist. Dafi dann durch die Gleichung 



eine rnonogene analytische Funktion von (%,..., ^_ x ) defimert 
wird, kann man mit Hilfe des WeierstraJBschen Satzes tiber ratio- 
nale Funktionen mehrerer Variabelen nachweisen; vgL Kap. 3, 
29: 

25. Von der Permanenz einer Funktionalgleiclmiig; analytisclie 
Fortsetszung vermoge einer solchen. 

Wir konnen dem Theorem von Bd. I, Kap. 9, 6 jetzt eine 
etwas allgemeinere Fassung geben, da wir damals von ganzen 
Funktionen mehrerer Veranderliohen nicht reden konnten. 

Theorem. Sei 

(1) G(w l5 ...,O 

eine ganze rationale oder transzendente Funktion von w l , . . . , w n , 
und sei Z der Definitionsbereich eines gewissen monogenen ana- 
lytischen Funktionensy stems, fi(%i, . . . ? z^, . . ., /, (%,..., ^). Setzt 
man nun 

(2) % =/<(%, .. .,^), *!,.. .,n, 

und tragt man diese Werte in G (w l , . . . , w n ) ein, so moge die Mer- 
durch entsteJiende Funktion von (^ 1? .,.,^) in der Umgebung eines 
Punktes (z) = (a) von Z identisch verschwinden; 

(3) G[f 1 (z 1 ,...,z J ,),...,f n (z 1 ,...,z v )]^0. 

Alsdann leistet auch jedes System gleichzeitiger analytischer Fort- 
setmngen der Funktionen (2) uber einen in verlaufenden Weg L 
hin der Funktionalgleichung (3) Genuge. 



26. ScHuBbemerkungen liber analytische Fortsetzung gl 

Allgemeiner gilt der Sate fur jede Funktion G(w l9 . . .,w n ; 
%, ...,#0), welche sich in einem beliebigen Punkte (w r ,z') ana- 
lytisch verfialt, wo (w r ) wilTkurlich im endlichen Eaume genommen 
wird und (z f ) einen regularen Purikt von Z bedeutet. 

Der Beweis gestaltet sich geradeso wie im friiheren Falle. 

DaB solche Einschrankungen, wie sie bei der obigen Formu- 
lierung des Satzes auftreten, nicht iiberfliissig sind, zeigt ein 
Beispiel: 

G (w , w 2 ] = Q (wj ~ Q (w 2 ) , 

wo Q(z) die in Bd. I, Kap. 9, 5 definierte Funktion bedeutet, 
nnd % die schlichte Ebene ist. Setzt man hier 



so wird zwar (3) geniigt, solange | z \ < 1 ist, aber auch nnr 
so lange. 

Das Theorem ist ftir die Theorie der partiellen Differential- 
gleichungen von fundamentaler Bedeutung. 

Eine klassische Anwendung des Satzes findet sich bei 
WeierstraB 1 ), wo es sich um den Nachweis handelt, daB die 
symmetrischen Verbindungen der Abelschen Funktionen im ganzen 
endlichen Eaume der Argumente keine anderen Singularitaten 
als nur auBerwesentliche aufweisen. Die SchluBweise ist mit der 
im Bd. I, Kap. 9, 6 unter b) auseinander gesetzten Methode 
verwandt, wodurch gezeigt wurde, daB die Funktion sn u keine 
anderen Singularitaten im Endlichen als nur Pole besitzt. 

In dieser Hinsicht erwahnen wir auch die WeierstraBsche 
Abhandlung betreffend die analytischen Fakultaten. Nachdem sich 
namhafte Mathematiker mit diesem Problem bereits beschaftigt 
hatten, war es der Begriff der analytischen Fortsetzung nebst der 
Permanenz einer Funktionalgleichung, welcher den Fortschritt gab; 
Werke, Bd. I, 8. 155. 

26. SchltdSbemerkungen iiber analytisclie Forts etzung. 

WeierstraB hielt es nicht ftir uberfltissig, zu erwahnen, daB 
die Werte, welche eine analytische Funktion langs eines Stlickes 
einer analytischen Kurve annimmt, unter Umstanden langs der 

1) Es ist mir namlich in der Erinnerung, daB WeierstraB in seinen 
Vorlesungen tiber Abelsche Funktionen diese Methode verwendet habe. In 
seinen Werken, Bd. IV, 22. Kap. hat er den Beweis freilich anders gefuhrt. 

Os good, Punktionentheorie. 11,1. 2. Aufi. 6 
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Kurve analytisch fortgesetzt werden konnen, ohne daB die Funk- 
tion der urspriingliehen Argumente notwendig eine entsprechende 
analytische Fortsetzung gestattet. 

Sei beispielsweise Q(z) die in Bd. I, Kap. 9, 5 definierte 
Funktion. Daraus bilden wir die Funktion 

f &>*j= Q(*JQ(*J- 

Dei Definitionsbereicli dieser Funktion besteht offenbar aus dem 
Innern des Kreiszylinders 

Z: |%|<1, |al<l- 

Im iibrigen ist sie auch stetig am Eande desselben. Da nun 
Q (0) =0 ist, so nimmt / langs der Geraden 

L: 3i = 0, Zz = t, Q^t<l, 

den Wert an, und diese Werte lassen sich auch langs L auBer- 
halb S fortsetzen. Man vergleiche iibrigens das Beispiel am 
Bnde von 25. 

Endlich. sei noch bemerkt, daB die Punkte des (2n + 2)- 
dimensionalen Eauines, welche eine monogene analytische Punk- 
tion 

w =/(%, ...,) 

darstellen, in jede Nachbarschaft eines jeden Punktes dieses 
Eaumes hinemdringen konnen. Als Beleg daftir diene folgendes 
BeispieL Sei 

w = f(z) 

ein iiberall endliches Abelsches Integral, p > 1, und sei en min- 
destens drei der Periodmtatsmoduln linear unabhangig im Bereiche 
der ganzen Zahlen. Dann kommt w in einem beliebigen Punkte 
2%' einem willkiirlich vorgegebenen Werte C beliebig nahe. 

Dasselbe Beispiel dient auch allgemein, indem man f(z) bloB 
als eine Funktion von n Argumenten % = z 9 z%, . . ., z n auffaBt. 



Zweites Kapitel. 
Implizite Fnnktlonen. Teilbarkeit, 

1. MetirdeTitlge implizite Funktionen. 

Bine der friihesten Anwendungen des Cauchyschen Eesiduen- 
kalkuls besteht darin, die Anzahl der Wurzeln einer algebraisehen 
oder anch transzendenten Gleichung zu bestimmen, welche in der 
Nahe einer bestimmten Wurzel derselben liegen. 1 ) 

Sei F(w,z) im Punkte (b,a) analytisch, und sei 

F(b,a) = 0, F(w,a) =j=0. 

Dann wird die Funktion F(w,a) eine Wurzel ra-ter Ordnnng, 
m ^ 1 , im Punkte w = b , aber keine zweite Wurzel in der Nahe 
von b haben. Sei 

| w b | < r ls | z a \ < h^ 

ein Bereich, in welchem F(w,z) sich analytisch verhalt, so kann 
man r < ^ so wahlen, daB F(w 9 a) in keinem Punkte des Be- 
reiches < j w b \ ^r verschwindet. Darauf moge Ji ^ h^ so be- 
stimmt werden, daB F(W, z) + ist, wo \W l\=r und 
| a\ <h ist. DaB dies in der Tat angeht, erhellt daraus, daB 
F(w,z) in jedem Punkte der Kurve \W 6 | = r, z=a stetig 
und von verschieden ist. Der Kiirze wegen setzen "wir hiniort 
5=0. 

Nun behaupte ich: ist z ein beHebiger Punkt des Bereiches 

T: ] z a | < "h, 

so hat die Gleiehung 

(1) F(w,z)=Q 



1) Cauchy, Turiner Abhandlimg vom 11. Oktober 1831. Exercices 
d'analyse, Bd. 2, 1841, S. 64; vgl. (I, 7 5 S. 354). 

6* 
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genau m im Kreise | w \ < r gelegene Wurzeln. In der Tat wird 
die Anzahl der in jenem Kreise belegenen Wurzeln von F(w 9 z), 
indem man als einen festen Punkt von T und w als im Kreise 
| w | SS f veranderlich ansieht, durch das Integral 



c 



gegeben, wobei iiber den Kreis C: \W\=*r, in positivem Sinne 
integriert wird. Im Punkte z = a hat dieses Integral den Wert m. 
Fernerhin andert sich dasselbe stetig, wenn z sich im Innern des 
Bereiches T bewegt, und da nun das Integral stets eine ganze 
Zahl vorstellt, so muB letztere notwendig immer den gleichen Wert 
m beibehalten. Wir wollen die m Wurzeln mit Wi,...,w m 
bezeichnen. 

Des weiteren sei <p(w) eine im Kreise | w \ < r analytische 
und am Eande desselben stetige Funktion, Erstreckt man das 
Integral 



in positivem Sinne iiber C, so erhalt man hierdurch (I, 7, 11, 

S. 348, 1. Satz) den Wert des Ausdrucks 1 ) 

Insbesondere erkennt man, daB P(z) im Bereiche T eindeutig 
und analytisch ist. 

1st m =1 und setzt man <p(w) =w, so ergibt sich hiermit, 
daB durch die Gleichung (1) eine Funktion w = P(g) definiert 
wird, welche sich im Bereiche T analytisch verhalt; man ver- 
gleiche auch (I, 7, 11, Aufg. 1). Im iibrigen werden samtliche in 
der Nahe der Stelle (0,a) belegenen Wurzeln der Gleichung (1) 
durch die Punktepaare (P($,z) erschopft. Hier findet sich wohl 
der erste Existenzbeweis betreffend implizite Funktionen. 2 ) 

Soviel bei Cauchy. Jetzt ist nur noch ein kurzer Schritt zu 
einer wichtigen Darstellung der Funktion w im Falle m>l. 
Dies geschieht, indem wir mit Simart 3 ) 

q> ^) == <w le , fc = 1 , . . . 5 m , 



1) Cauohy, a. a. O., S, 66. 

2) Cauchy, a. a. 0., S.71. 

3) Picard, TrcM d'analyse, Bd. 2, Kap. 9. 
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setzen. So kommt: 



Zieht man noch die bekannten Formeln der Algebra heran, wo- 
durch die symmetrischen Punktionen 



-\ 



-^m = W 1 W 2 . . .W m , 

rational und ganz durch obige Summen dargestellt werden, so er- 
kennt man, daB auch die A k im Bereiche T analytische Punktio- 
nen von sind. 

Hiermit ist folgender Satz begriindet, den wir gleich fiir den 
Fall von n + 1 Variabelen aussprechen, da der vorstehende Be- 
weis ohne wesentliche Modifikation aiich hier noch gilt. 

Satz. Sei F(w, %, . . ., z n ) im Punkte (&, %, . . ., a n ) analy- 
tisch, und sei 

F(b, a l3 . . ., a*) = 0, F(w, a , . . ., a n ) ^ 0. 

Der Einfachheit halber werde l> = gesetzt,. Dann gibt es eine le- 
stimmte Umgebung T der Stelle (a i9 . ..,a n ) und eine Umgelung K 
des PunUes w = , 

T: |^ a, 1<A, j =!,...,; K: \w\<r, 

derart, da/3, wenn (z) ein 'belie'biger Punkt von T ist, die Gleichung 

JF(w, *?!,...,*) ==0 

genau m Wurzeln w l9 w%, . . ., w m in K besitzt. 

Im ubrigen werden diese Wurzeln durch eine Gleichung von der 
Form 

w m + Aiw- 1 - -\ h ^m = 

gegeben, wobei A^, *!, ...,7^, eine im Bereiche T analytische, im 
Punkte (a 1 , ...,a n ) verschwindende FunUion von (%, ...,#n) 6e- 
deutet. 
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In dieser Formulierang 1st der Satz wohl zuerst von Weier- 
straB 1 ) ausgesprochen und vermoge des Vorbereitungssatzes (vgl. 
unten 2) bewiesen worden. Er findet sich bei Poincare 2 ) nebst 
einem Beweise und wurde spater auch. von WeierstraB 3 ) ge- 
druckt. 

2. Der "WeierstraBsciie Vorbereitungssatz. 
Der Yorbereitungssatz. 4 ) Sei die Function F(w, %, ...,) 
im Punkte (b, a l9 . . ., a n ) analytisch und sei 

a l9 . . .,a n ) = 0.. F(w, %, . . ., a n ) ={= 0. 



Der Einfadiheit halter werde b = gesetet. Dann lafit sich F in 
einer bestimmten Umgebung des Punktes (0, %,..., a n ): 

X: \w\<r, |^ %|<fe, ; = !,.. .,, 

m ^er Form darstellen: 

(1) J?(w, ^, . . ., * n ) == (w? m + AiVF*-i + + A^Q(w, %, . . ., *), 

?o J( fc , *=!,..,, erne im Purikte (^,...,0^) analytische, dort 
verscluvindende FunUion von (ss l9 . . . 9 z n ) bedeutet und Q sich im 
Bereiche S analytisch verhalt und dort nicht verschwindet. 

Behufs des Beweises 5 ) kniipfen wir an die Bntwicklungen des 
vorhergehenden Paragraphen an und bestimmen vorerst die GroBen 

1) Vorlesungen an der Berliner Universitat, von 1860 an; vgl. Werke, 
2, S. 135, Anm. Doch kommt der Fall = w = l, wie vorhin schon er- 
wahnt, bereits bei Cauchy vor. 

2) Pariser These, 1879, p. 6, Lemme II. 

3) FunUionenletire, 1886, S. 107 = Werke, 2, S. 135. Dieser Publikation 
war schon eine lithographierte Ausgabe aus dem Jahre 1879 vorausgegangen. 

4) Vgl. das voraufgehende Zitat auf WeierstraB. In den letzten Jah- 
ren sind mehrere Beweise des Vorbereitungssatzes erschienen, welche meisten- 
teils algebraischen Oharakters sind und wodurch auch die Mittel gegeben 
werden, urn die Koeffizienten in der Potenzreihenentwicklung zu bestimmen; 
Brill, Stezungsb&r. der Munchener Akad. 21 (1891) S. 207, sowie Math. Annalen 
69 (1910) S. 538, wobei auch die Arbeiten von Stickelberger, Goursat 
und Hartogs zitiert sind. Ferner Dumas, Sitzungsber. der Munchner Akad. 
4. Dez. 1909; Bliss, Bull Amer. Math. Soc. 16 (1910) S. 356 und Princeton 
Colloquium, 1913, S. 49; Macmillan, Bull.Amer. Math. Soc. 17 (1910) S. 116. 
Wegen Verallgemeinerungen des Vorbereitungssatzes vgl. Poincare, These 
1879, sowie Mecanique celeste, Bd. 1, S. 72; Bisley und Macdonald, weiter 
unten im Texte; Bliss, Transactions Amer. Math. Soc. 13 (1912) S. 133; 
Macmillan, Math. Annalen 72 (1912) S. 157. 

5) Dieser Beweis schlieBt sich den von Cauchy herriihrenden Bntwick- 
lungen ( 1) eng an; vgl. G-oursat, Cours d' analyse, Bd. 2, Nr. 356. 
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r, h genan so wie friiher. Sei z ein beliebiger Punkt des Bereicb.es 
T, 1, den wir nun festhalten wollen. Wlr beschranken uns wie- 
derum der Einfachheit balber auf den Fall n = 1. Indem wir die 
Eunktion bilden: 



wo f(w, z) = w m + A l w m ~' L -|_ . . . 4. A m 

gesetzt ist, erkennt man, daB @(w) irn Bereiche K: \w\<r 9 
abgesehen von hebbaren Singularitaten in den Punkten w = w l9 
...,w m9 analytisch ist. In den genannten Ausnahmepunkten 
werde @(w) noch durch dessen Grenzwert dort erklart. Dann 
verhalt sich 0(w) im Inneren des Kreises K analytisch, ist ferner- 
hin stetig am Eande desselben und verschwindet endlich weder 
im Innern noch am Eande von K. DemgemaB laBt sich &(w) 
im Innern von K durch die Cauchysche Integralformel darstellen: 



_ 

Ww 



Passen wir nun dieses Integral ins Auge! Dasselbe stellt eine 
im Bereiche \w\ <r, \8 a\<h analytische Funktion der bei- 
den unabhangigen Variabelen w,zi Q(w,z), vor. AuBerdem er- 
kennt man, da 0(w)=j=0 ist, daB Q(w,z) im genannten Bereiche 
nicht verschwindet. DemgemaB liefert die Gleichung 



den in Aussicht genommenen Beweis. 

Der erweiterte Satz. Der vorstehende Satz versagt, wenn 
F(w,d) identisch verschwindet. Ist beispielsweise 

F(w, is) = wz, a = 0, 

so ist keine Spaltung der bewuBten Art moglich. Es liegt indes- 
sen nahe, eine lineare Transformation, etwa 

10 = w' + z' 9 z = w' z 1 

vorzunehmen, wo durch hier F in eine neue Eunktion F^w^z') 
iibergeht. Dann ist 

Fi(w' 9 zf) =sw'* tf* 9 

und auf diese Eunktion ist der WeierstraBsche Satz nun anwend- 
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bar. Die Spaltung wird hier bereits geliefert, Indem man 
Q(w',z') = 1 setzt. 

Im allgemeinen Falle kann man ahnlich verfahren und ge- 
langt so zum folgenden Satze. 1 ) 

Satz. Sei G(x Q , x l9 * . ., x n ) im Punkte (a Q , a 1? . . ., a n ) analy- 
tisch und sei 

G(a Q> a l} . . ,,a n ) = Q, G(x , x l9 . . ,,x n ) =|=0. 

Der Einfachheit halber werde (a OJ a l9 . . ., a n ) = (0, 0, . . ., 0) gesetzt. 
Dann laftt sich G vermoge einer linearen Transformation 



x k = y ktQ w + y k ^ ~\ 

= o, i, . . .,n, ^ 



in eine Funktion F(w, z l9 . . ., z n ] verwandeln, welche den Bedingun- 
gen des Vorbereitungssatzes genugt. 

Zum Beweise ziehen wir den Taylorschen Lehrsatz mit Eest- 
gliede heran, indem wir der Kiirze wegen n = 1 setzen : 

Q(x Q , a = a a? + G^^XI + ---- h C m xf + P(x , ajj, 



Dabei soil mindestens einer der Koeffizienten C k von Null ver- 
sehieden sein; vgl. Kap. 1, 12. 

Berechnen wir nun den Koeffizienten von w m in der trans- 
formierten Punktion, so kommt 

C Q fo + ^yfo-^io + ' ' ' + ^/iV 

Demnach braucht man y 00 und y 10 nur so zu wahlen, daB dieses 
Polynom nicht verschwindet. Zu den hierzu gewahlten Werten 
lassen sich dann weitere Zahlen 7oi?7iu - a ^ s Koeffizienten von 
(2) auf mannigfactie Art so annehmen, daB die Determinante der 
Transformation nicht verschwindet, und hiermit ist der Beweis 
geliefert. 

Wir bemerken noeh, wenn y^ eine mogliche Wahl der Koeffi- 
zienten von (2) vorstellt, daB dann jeder Punkt (7 o?7io> * * >>w) 
einer bestimmten Nachbarschaft von (y^j, y^, . . . 9 yl) ebenfalls 
ein brauchbares Koeffizientensystem abgibt. 



1) WelerstraB, a. a. 0. 
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Der besondere Fall n 1. Im Falle F(w,2 l9 . . .,z n ) nur von 
zwei Argumenten abhangt - schreiben wir dann F(w,2) kann 
man dem Satze noch eine Formulierang erteilen, welch e jener Yor- 
aussetzung beziiglioh des identischen Verschwindens von F(w,a), 
sowie der bewufiten linearen Transformation entbehrt. 1 ) Sollte 
namlich 

F(w,Q) =0 

se i n __ w j r wollen a = annehmen so erkennt man, indem 
man F(w 9 ss) 9 als Funktion von z allein betrachtet, nach dem 
Mittelwertsatze von I, 7 7 darstellt, daB das von z unablianglge 
Glied fehlt, so daB also 

1 /)r#7? 

F(w 9 z] = jF m (u> 9 0}2+z^P m (w, z), Pm = j^ 

ist, wobei m*zl 1st. Wiirde nun F m (w 9 0) fiir alle Werte von m 
identisch verschwinden, so miiBte auch F(w,z)z=Q sein, und 
diesen Fall wollen wir ausschlieBen. Wir diirfen mithin annehmen, 
d.B&F m (w 9 Q) ^ ist. Dann laBt sichF(^ 3 ^), wie folgt, darstellen: 



wobei nun die letzte Funktion nach dem WeierstraBschen Vorbe- 
reitungssatze weiter zerlegt werden kann. Das hiermit erhaltene 
Eesultat laBt sich, wie folgt, aussprechen. 

Der verallgemeinerte Vorbereitungssatz im Falle 
w = l. Sei F(w 9 z) im PunUe (0,0) analytisch und sei 

F(Q 9 Q) =0, F(w,z)^0. 
Dann laftt sich F(w 9 z) 9 wie folgt, darstellen: 



Dabei ist p eine naturliche ZaU oder 0, und Q(w 9 z) verhalt sich 
analytisch im Anfange und verschwindet dort wicht. Endlich ist 
f(w,z) entioeder =1 oder es ist 

f(w, z) == w + Aw-^ + - - + A m , 

wo A k9 *=i,.~>, sich im PunUe z=Q analytisch verhalt und dort 
verschwindet. 



1) Hieruber vergleiche man Risley und Macdonald, Annals of Mathe- 
matics, 2.Beihe, Bd. 12 (1910/11) S. 82. Der Satz war bereits Black be- 
kannt, Proceedings Amer. Acad. Arts and Sci. 37 (1902) S. 325 unten. 
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Man kdnnte die beiden ersten Faktoren zusammenziehen, in- 
dem man schreibt: 

zfj(w, z) = A Q w m + A l w m - 1 H ----- h A m > 

wobei nun die -4's sich alle im Punkte z = analytisch verhalten. 
Hiermit wird der Gedanke nahegelegt, ob die fur den Fall n = 1 
also gewonnene Verallgemeinerung nicht auch fiir den allgemeinen 
Fall statthabe. Darnach wiirde sich F stets in cler Form darstellen 

lassen: 



F(w, %, . . ., z n ) = (^ ^ m + -^iW*" 1 H ----- 1- ^ 

wobei ^,*=o f ...,/, sich im Punkte (0) = (0) analytisch verhalt 
und Q sich im Punkte (w, %, . . ., z n ) = (0, 0, . . ., 0) analytisch 
verhalt und dort nicht verscliwindet. 

DaB eine solche Darstellung im allgemeinen nicht moglich ist, 
beweist folgendes BeispieL 1 ) Wir kniipfen an die Funktion Q() 
(1,9, 5) an: 



und bezeichnen die dazu inverse Funktion mit JB(^): 

w=Q(t), z = R(w}. 
Das durch die Gleichungen 

(1) x=u } y=uv, ^=<9(^) 
definierte Gebilde lafit sich irnplizite in der Form schreiben: 

(2) F(x,y,*) =*xR(z)-y = Q. 

Nun ist aber klar 2 ), daB diese Funktion F bei Bevorzugung 
der Yariabelen z sich nicht in der bewuBten Weise darstellen laBt. 
Denn sonst miiBte die Funktion 



mit der 'durch eine primitive irreduktibele Gleicbung 
(4) ^ (a?,j/) + ^i( 



1) Osgood, Transactions Amer. Math. Soc. 17 (1916) S. 4. 

2) Der nachstehende Beweis setzt die spateren Bntwicklungen dieses Ka- 
pitels voraus, 7, 9, 
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definierten Funktion z zusammenfallen. Dabei muB zunachst 
-4 (0,0) =0 sein. 1st namlich m > 1, so fallt die durch (4) clefi- 
nierte Funktion z mehrdeutig aus. 1st dagegen m = 1, so verhalt 
sich diese Punktion analytisch im Anfang. Beides verstoBt aber 
gegen die Eigenschaften der durch die Gleichung (3) definierten 
Punktion. 

Sei G(x,y) ein im Anfange irreduktibler Paktor von A$(x, y). 
Dann sind die tibrigen Koeffizienten A k (x 9 y} sicher nicht alle 
durch G(x 9 y) teilbar, da das Pseudopolynom (4) sonst nicht pri- 
mitiv ware. DemgemaB gibt es einen Punkt (x l9 y^) der Umge- 
bung des Anfangs, in welchem 

^o(%> 2/i) = 0> -4*01, 2/i) 4= 0. 

Sei andererseits (# , j/ ) ein Punkt des Definitionsbereiches 
| y | < | x | der Punktion (3), welcher ebenfalls in der Nahe des An- 
fangs liegt. Dann laBt sich (x Q) y ] mit (x l9 y 1 ] vermoge einer 
Kurve verbinden, welche in der Nahe des Anfangs verlauft, keine 
Nullstelle von A (x,y) und ebenfalls keine Nullstelle der Diskri- 
minante von (4) durchsetzt, und langs deren endlich die in der 
Nahe von (% , y ) durch (3) gegebene Wurzel von (4) eine analy- 
tische Portsetzung gestattet, wodurch diese Wurzel in eine im 
Punkte (x ly y t ) unendlich werdende Wurzel iibergefuhrt wird. 
Hiermit sind wir nun zu einem Widerspruch gefiihrt, da alle ana- 
lytischen Portsetzungen der Punktion Q(y/x) ja endlich bleiben. 

Wegen der geometrischen Besprechung dieses Beispiels vgl. 
29, Ende, S. 178. 

3. IFortsetzung. Der Fall einer reellen Funktion. 

Ein Punkt (%,..., z n ) moge ein reeller Punkt heiBen, wenn 
seine Koordinaten samtlich reelle Zahlen sind. Auf Grand dieser 
Erklarung konnen wir folgenden Satz aussprechen. 

Satz. Sei F(w, z l9 . . ., # n ) eine Funktion, welche in der Um- 
gebung des reellen Puriktes (&, a 1? . . ., a n ) den Voraussetzungen des 
Weierstrapschen Vorbereitungssatzes, 2, genugt 1 } und auflerdem in 



1) Dabei ist es ja gleichgultig, ob man verlangt, daB die Funktion F sich 
in der komplexen Umgebung des Punktes (b, a x , . . . a w ) analytisch verhalt oder 
fur reelle Werte der Argumente in der Nahe dieses Punktes nach dem Tay- 
lorschen Lehrsatze entwickeln laBt. Man braucht also von komplexen Wer- 
ten der Argumente nicht zu reden. 
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den reellen Punkten von Z reelle Werte annimmt. Dann werden die 
Koeffizienten A k , sowie die Funktion Q, elenfalls reelle Werte in 
den reellen Punkten von X liaben. 

Entwickelt man namlich F im Punkte (&,%,..., a) naoh 
dem Taylorschen Lehrsatze, so werden die Koeffizienten der 
Eeihe, der Formel (A') von Kap. 1, 15 zufolge, samtlich reell 
ausfallen. Jetzt nehme man eine Entwicklung von F nach aufstei- 
genden ganzzahligen Potenzen von w allein vor. In einem reellen 
Punkte (si, ...,) des Bereiches 



werden dann die Koeffizienten dieser Eeihe ebenfalls reell aus- 
fallen. Nun zeigt man aber leicht, daB, wenn w = a + fti eine 
Wurzel einer solchen Eeihe 1st, dasselbe dann auch von der Zahl 
w = a f}i gilt. 

HIermit ist denn dargetan, dafi die Wurzeln w ly ...,w m , 2, 
entweder reell oder paarweise konjugiert imaginar sind, falls 
(%, ..-,^) ein reeller Punkt 1st, und infolgedessen erweisen sich 
die Koeffizienten A k als reell unter der gleichen Bedingung. 

Daraus ergibt sich ferner, daB die Punktion 



_ 
H ----- \~A. m 

zunachst in jedem reellen Punkte von %, woftir sie definiert ist, 
einen reellen Wert hat. Mithin muB sie auch in ihren hebbaren 
Unstetigkeiten, sofern diese reelle Punkte sind, reell ausfallen, und 
damit ist der Beweis des Satzes erbracht. 

4. Primfaktoren im Kleinen. 

Der Zerlegung eines Polynoms in irreduktible Paktoren lauft 
eine zweite Theorie parallel, welche sich auf die Zerlegung einer in 
einem bestimmten Punkte verschwindenden analytischen Punktion 
in ein Produkt von Primfaktoren bezieht. 

Uber die Teilbarkeit. Seien P(%, . . .,^) und #(%,..., #n) 
zwei Punktionen, deren beide sich im Punkte (a) = (a x , . . ., a n ) 
analytisch verhalten, und sei 

*(%,...,**)*<>. 

Existiert dann eine dritte, ebenfalls im Punkte (a) analytische 
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Funktion Q(2i, . . ., # n ) derart, daB in alien Punkten der Um- 
gebnng von (a) 

(1) *>i, - -, ) = Q(*i, . ., 



1st, so heiBt .F im Punkte (a) (lurch teilbar, und Q heiBt dann 
der Quotient von .F durch (P. 

1st ^ im Pnnkte (a) von null verschieden, so decken sich 
diese Definitionen genau mit den entsprechenden arithmetischen 
Definitionen, welch letztere allgemein in der Analysis zugrunde ge- 
legt werden. Verschwindet dagegen in (a), so wird der arith- 
metische Quotient von F durch nicht in alien Punkten der 
Umgebung von (a) existieren. Indessen wird in jedem Punkte P 
dieser Nachbarschaft, in welchero. 4= ist, durch den arith- 
metischen Quotienten eine in P analytische Punktion erklart, 
und diese Funktion weist nur hebbare Unstetigkeiten in der Nahe 
von (a) auf. Demgemafi verhalt sich der entsprechende Zweig 
der monogenen analytischen Funktion F/0 ausnahmslos analytisch 
in der genannten Nachbarschaft und stimmt dort eben mit der 
vorstehend als dem Quotienten definierten Eunktion Q (%,... , z n ) 
"iiberein, 

Ist eine nicht identisch verschwindende Punktion F(z ly . . ., # n ) 
im Punkte (a) durch eine Funktion <t>(z-L, . . ., z n ) teilbar und ver- 
schwindet dabei sowohl ^ als auch der Quotient Q(z i} ...,2 n ) i n 
(a), so heiBt F im Punkte (a) reduktibel. 

Verhalt sich dagegen F im Punkte (a) analytisch und ver- 
schwindet F dort, ohne identisch zu verschwinden; gestattet F 
ferner keine Zerlegung von der Form (1), wobei sowohl als Q 
verschwinden, so heiBt F im Punkte (a) irreduktibeL Eine irreduk* 
tible Funktion, als Faktor aufgefaBt, wird auch wohl als Prim- 
faktor benannt. 

Wie man sieht, beziehen sich die beiden letzten Definitionen 
nur auf solche im Punkte (a) analytische Funktionen JP(%, . . . z n ], 
welche dort verschwinden, ohne jedoch identisch zu verschwin- 
den. Die Funktion ist weder reduktibel noch irreduktibel, und 
dasselbe gilt auch von einer Funktion, welche im Punkte (a) iiber- 
haupt nicht verschwindet. 

Bine im Punkte (a) irreduktible Funktion kann immerhin in 
gewissen Punkten jeder Umgebung von (a) reduktibel sein, wie 
das Beispiel zeigt: 

F(x, y } z) = z 2 x*y. 
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Diese Funktion 1st, wie man leicht beweist, im Anfange irreduk- 
tibeL Dagegen zerfallt sie in jeder Nnllstelle (a,6,c), wofiir 
1st: 

(z + x 



Bs gibt aber auch unendlich viele benachbarte Stellen, in denen 
sie irreduktibel 1st, und zwar sind das alle Stellen (a, 0,0). 

Zwei im Punkte (a) analytische Funktionen F(z l9 ...,8 n ) und 
(P(%, ...,O heiBen im Punkte (a) miteinander equivalent, wenn 
jede davon dort durch die andere teilbar ist. Dafur ist notwen- 
dig und hinreichend, da die Eelation (1) besteht, wobei 
Q(z l9 . ..,z n ) i m P^^kte (a) von null verschieden ist und auBer- 
dem F und nicht identisch verschwinden. Sind F und 
in (a) aquivalent, so sind sie es auch in jedem Punkte der Um- 
gebung von (a). 

Von prinzipieller Wichtigkeit ist folgender Satz. 

Hanptsatz. Ist Ffa, . . .,z^ im Punkte (%, ...,o tt ) ana- 
lytisch und verschwindet F dort, ohne identisch m verschwinden, 
so laftt sich F auf eine und, sofern man zwischen aquivalenten 
Funktionen nicht unterscheidet, nur auf eine Weise in ein Produkt 
im genannten Punkte irreduJtiibler Faktoren zerlegen. 

Dem Beweise dieses Satzes gehen die algebraischen . Br- 
orterungen der folgenden Paragraphen voraus. Fiir n = 1 springt 
jedoeh die Eichtigkeit des Satzes sofort in die Augen. 

Seien jF(%, . . ., z n ) und Qfa, . . ., z n ) zwei Punktionen, welche 
sich. beide im Punkte (a) analytisch verhalten und dort ver- 
schwinden, ohne jedoeh identisch zu verschwinden. Ist dann 
ein im Punkte (a) verschwindender Faktor von F mit einem 
Faktor von Equivalent, so heifit dieser ein im Punkte (a) 
gemeinsamer Teikr von F und 0. Auf Grund des Hauptsatzes 
setzt sich ein solcher aus einem Produkt gemeinsamer irreduktibler 
Faktoren von F und multiplikativ zusammen. Kommt jeder 
letzterer mit der niederen der beiden Multiplizitaten gezahlt vor, 
womit er bei F und behaftet ist, so heiBt er der groftte ge- 
meinsame Teiler von F und im Punkte (a}. Besitzen die Funk- 
tionen F und keinen gemeinsamen Teiler im Punkte (a), so 
heiJBen sie in (a) relativ prim zueinander. 

Dem vorhin betonten Umstande gegeniiber, daB namlich eine 
in einem Punkte (a) irreduktible Funktion doch in Punkten jeder 
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Umgebung von (a) reduktibel sein kann, ist folgender Satz von 
besonderer Bedeutnng. 

Satz. 1 ) Sind zwei Furiktionen F(z l} . . ., z n ) und 0(z i9 . . ., z n ) 
in einem Punkte (a) relativ prim zueinander, so sind sie es auch in 
jeder Stelle der Umgebung von (a), in welcher sie beide gleichzeitig 
verscliwinden. 

Der Beweis ergibt sich aus den Entwicklungen von 18, 14. 
Unter den Voraussetzungen des Satzes bilden namlicb die in der 
Nabe von (a) gelegenen gemeinsamen Nullstellen der beiden Funk- 
tionen F und nur eine (2n 4)-faeb ausgedehnte Mannigfaltig- 
keit. Gabe es nun in diesem Bereiche einen Punkt (a'), in wel- 
chem F und CP einen gemeinsamen Teiler batten, so wurden jene 
Nullstellen in der Nahe von (a'} schon eine (Zn 2)-facb ausge- 
debnte Mannigfaltigkeit liefern. 

Wie man sieht, sind die Eigenschaften, worauf die vorsteben- 
den Definitionen beruben, invariant gegeniiber einer ganzen, 
nicbt-singularen linearen Transformation, oder allgemein gegeniiber 
einer beliebigen Transformation 



wobei sicb f im Punkte (z) = (a) analytiscb verbalt und die 
Jacobiscbe Determinante 



im Punkte (a) nicbt verscbwindet. 

5. Exkurs iiber Pseudopolyncme. 
Unter einem Pseudopolynom versteben wir eine Funktion 

(A) f(x, y) = f(x, y lf . . ., y n ) = a x + ^a^- 1 H ---- + a m , 

wobei a k = a k (y ly . . ., y n ) sicb im Punkte (c) == (c ls . . ., c n ) analy- 
tiscb verbalt. Der Punkt (c) beiBt die Spitze des Pseudopolynoms. 
Verscbwinden insbesondere alle a k identiscb, so verscbwindet 
aucb / identiscb, und umgekebrt. Trifft dies nicbt zu, so sei 

a &i ) *- 
Dann heiBt m der Grad von /. 



1) WeierstraB, W&rke, Bd. 2, S. 154. 
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Zwei Hilfssatze. Die nachfolgenden IJntersuchungen verlaufen 
der Theorie der gewohnlichen Polynome genan parallel; man ver- 
gleiche Bocher, Algebra, Kap. 1416. Dabei setzen wir den 
Hanptsatz von 4 fur n = 1, 2, . . ., n als riehtig voraus. Wie 
bereits erwahnt, ist dies ersichtlich zulassig, wenn n = 1 ist. 

1. Hilfssatz. Ist das Pseudopolynom 
(1) f(x, y) = a x m + a^- 1 -\ ----- \- a m , 



dessen Spitze im Punkte (c) = (cj , . . . , c n ) liege, als eine Furiktion 
der n -\- 1 Arguments (x, y l9 . . ., y n ) betrachtet, in einem Punkte 
(c,c i9 . . .,c n ) durch ip(y) = y(yi, . . ., y n ) teilbar, so ist aucli jeder 
lioeffizient a k (y) = a%(y l9 . . ., y n ) im Punkte (c- L) . . .,, c w ) 
ip(y) teilbar. 

Nach Yoranssetzung ist 



wo die im Punkte (/) = (c) analytische Funktion ip(y) nicht iden- 
tisch verschwindet und co(x, y) eine im Punkte (G, c l9 . . .,c n ) 
analytische Eunktion der n + 1 Argumente (x, y l9 . . ., y n ) ist. 
Entwickelt man a>(x,y) nach aufsteigenden Potenzen von x c: 

(3) G)(a?,) =A + ^(a; o) + A a (a c) 2 + ., 

so sind die Koeffizienten im Punkte (y) = (c] analytische Funk- 
tionen von (y l9 ...,y n ). 

Andererseits laBt das Pseudopolynora f(x, y} eine ahnliche 
Entwicklung zu: 

(4) f(x,V) =^o + ^i( c ) + ^(^ ^.. ., 

wobei die Koeffizienten ^ 7c linear und ganz von den a k ab- 
hangen, und umgekehrt sind die a k ganze lineare Funktionen 
der ^. 

Indem man nun beide Seiten von (2) vermoge (4) und (3) 
durch Potenzreihen nach x c darstellt und die Koeffizienten 
gleich hoher Potenzen von x c miteinander vergleicht , ergibt 
sieh, daB die p k samtlich durch tp(y) teilbar sind, und mithin 
sind es auch die a 7c . 

Definition. Sei 
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ein Pseudopolynom, dessen Spitze im Punkte (c) = (<?i, . . ., c m ) 
liege. Dann moge f(x,y) primitiv heiJBen, wenn die Koeffizienten 
a k = a k (y) nicht samtlieh durch eine in der Spitze verschwindende 
Punktion tp(y) = y(j/ 1? . . ., y n ) teilbar sind. 

Damit f(x, y) primitiv sei, ist notwendig und hinreichend, 
daB f(x,y), als Punktion der n + 1 Argumente (x,y i9 . . ., y n ) 
betrachtet, in keinem Punkte (&, c l9 . . ., c n ) durch eine in der 
Spitze (c 1? . . ., c n ) verschwindende Punktion ip(y) = ip(y l9 . . ., y n ) 
teilbar sei. 

Der Definition zufolge kann ein primitives Pseudopolynom 
nicht identisch verschwinden. Ist dasselbe insbesondere vom Grade 
0, so darf es in der Spitze iiberhaupt nicht verschwinden. 

Zusatz. Ist f(x, y) ein niclit identisch verschwindendes Pseudo- 
polynom, so lafft sich f in ein Produkt zweier Pseudopolynome mit 
gleicher Spitze zerlegen: 



f(x,y) = 
wobei das erste vom Grade null und das zweite primitiv ist. 

Ist namlich / nicht schon primitiv, so wird ip(y) der groBte 
gemeinsame Teller der Koeffizienten von / sein. 

2. Hilfssatz. Ist das Produkt zweier Pseudopolynome 
f(x,y) <p(x,y) 

mit gleicher Spitze (c) durch eine in (c) irreduktible Function ip(y) 
in einem Punkte (c, c 1? . . ., c n ) teilbar, so ist mindestens einer der 
leiden FaTttoren im Punkte (c, c l9 . . ., c n ) durch tp(y) teilbar. 

Der Beweis stimmt mit dem Beweise des entsprechenden 
Satzes fur gewohnliche Polynome genau tiberein; vgl. Bdcher, 
Algebra, Nr. 73, 2. Satz. 

Uber die Division. Seien f(x 9 y} und <p(x, y) zwei Pseudo- 
polynome mit gleicher Spitze, wovon das zweite von positivem 
Grade 1 ) sei: 

(5) <p(x, y) = 6 rc + M*- 1 + - - + b,, 



1) Es geniigt Mer zu verlangen, daB <p(x, y) nicht identisch verschwinde. 

s g o o d , Funktioneniheorie. 11,1. 2. AufL. 7 
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Dann besteht zwischen / und 99 elne Eelation von der folgenden 
Form: 

(6) P(y) f(x, y}=Q (x 9 y) <p(x, y) + R(x 3 y) . 

Hierbei bedeuten P(y], Q(x, y) nnd E (x , y) Pseudopolynome 
mit namlicher Spitze (c) f wovon das erste voixt nullten Grade 1st, 
-wahrend das letzte entweder von niederem Grade als <p ist oder 
aber identiscli verschwindet. Endlich sind P, Q, R durch kein 
in (c) versehwindendes Pseudopolynom nullten Grades gleiehzeitig 
teilbar. 1 ) 

Yerschwindet & i n ( G } nicht, so kann man P(y) =1 setzen. 
Im anderen Palle wird dies im allgeineinen niclit moglich sein. 
Dann werden sich aber die irreduktiblen Paktoren von P(y) unter 
den irreduktiblen Faktoren von b (y) linden. 

Sei 

(7) Pi(y) f(x, y) = Q^x, y} y(x, y) + B^OJ, y) 

eine zweite Relation von derselben Beschaffenheit. Indem man 
aus (6) und (7) die Identitat 

y*} - P(y) i(, y)~\ v(x, y) 



ableitet, schlieBt man daraus zunachst, daB jede der eckigen 
Klammern identiseh verschwindet. Hieraus ergibt sich dann, daB 
P(y) und PI(^) miteinander aquivalent sind, sowie ferner, daB 
R(x,y} und R l (x ) y t ) entweder beide miteinander aquivalent sind 
oder aber identiseh versekwinden; dasselbe gilt auch von Q(x f y) 
und Qi(x,y}. 

Von der algebraischen bzw. analytischen Teilbarkeit. Wir stehen 
jetzt zwei verschiedenen Auffassungen der Division gegeniiber. 
a) Es liegt namlich nahe ; / als durch cp teilbar zu erklaren, falls 



ist, so daB also 

(8) f(x,y) =Q(x,y)<p(x,y) 

wird. Dabei ist Q(x,y) ein Pseudopolynom mit gleicher Spitze (c). 
Unter diesen Bedingungen werden wir sagen, das Pseudopolynom 
f(x,y) ist durch das Pseudopolynom <p(x y y) dlgebraisch teilbar. 



1) Bdclier, Algebra, Nr. 63, 2. Satz, sowie Nr. 73, Aufgabe. 
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b) Andererseits fordert die friihere Definition der Teilbarkeit 
in einem Punkte nur, daB 

(9) i(%,y) = &(%,y)(p(x,y) 

sei, wobei D>(x 9 y) sich im Punkte (c, c l9 . . ., c n ) analjtisch ver- 
halt. Im Gegensatz zu der soeben unter a) eingefiihrten Definition 
wollen wir letzteres Verfialten dadurch ausdriicken, daB wir sagen, 
f(x 9 y) ist durch <p(x,y] im Punkte (c, c 1? . . ., c n ) analytisch teil- 
bar. 

Ist f(%,y] dnrch <p(x 9 y) algebraisch teilbar, so ist / stets 
durch <p im Punkte (c, c ly . . ., c n ) analytisoh teilbar, wie anch im- 
mer c angenommen werden moge. Das Umgekehrte trifft aber 
nicht immer zu, wie das Beispiel zeigt: 

f(x,y) =x y, <p(x,y) = (yx l)(x y). 

Hier ist zwar / durch 9? in jedem Punkte (x, y) = (c, 0) analytisch 
teilbar, nicht aber algebraisch teilbar. Es gilt der folgende Satz. 

1. Satz. Damit das Pseudopolynom f(x 9 y) durch das mit 
gleicher Spitze lehaftete Pseudopolynom (p(x,y) algebraisch teilbar 
sei, genugt, da/3 die Funktion f(x 9 y) in jedem Punkte eines 
bestimmten, im ubrigen beliebig scJimalen Zylinderbereiches 

2: |^l<oo, \y% c lc \<li, 4 = 1, ...,n, 

durch die Funktion q>(x, y) analytisch teilbar sei. 
In der Tat wird durch den Bruch 



eine Punktion Q(x 9 y) definiert, welche sich in X zunachst bis auf 
die dort befindlichen Nullstellen von <p(x,y) analytisch verhalt. 
Solche Punkte liefern aber zufolge der Voraussetzungen des Satzes 
nur hebbare Singularitaten, und daher laBt sich Q(x,y) nach 
alien endlichen Stellen von 2 hin analytisch fortsetzen. 

Entwickelt man Q(x 9 y) nach aufsteigenden Potenzen von x: 

Q(x, y) = e + e^x + e 2 x 2 -\ ---- , 
wobei also die Koeffizienten e k (y l9 ... 9 y^ sich im Zylinderbereich 

@: | y t Ci | < fc, <i,..., n, 

7* 
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analytisch verhalten, so wird diese Eeihe fur jeden solchen Punkt 
(y) und fiir alle Werte von x, also im ganzen Bereiche X, konver- 
gieren. 

Daraus schlieBt man aber, daB die Eeihe mit einer endlichen 
Anzahl von Gliedern abbrechen muB. In der Tat sei (y r ) ein Punkt 
von @, in welchem fcoCj/O + O ^t. Dann kann man (y r ) mit einer 
ebenfalls in @ gelegenen Naehbarschaft a umgeben, derart, daB 
fiir alle Punkte von a 

9<\\(y}\ 

bleibt, wo g eine positive Konstante bedeutet. DemgemaB liegen 
die entsprechenden Wurzeln von <p(%,y) im Endlichen, so daB 
also fiir alle Punkte von a und Mr alle Werte a?, wofiir nur 

G < | x |, G = pos. Konst., 
1st, die Funktion 

f(x,y) ___ e _____ 

- "" "^- "" -r^-^-r^ 



endlich bleibt. Dieser Sachverhalt ist aber nur dann moglich, 
wenn identiscb 

*(#i> - - > y n ) = 0, m p<k, 

ist. Ist m < p, so sehlieBt man in ahnlicher Weise, daB f(x, y) 
identisch verschwindet. 

Hiermit hat sich nun ergeben, daB Q(x 9 y) ein Pseudopoly- 
nom ist, dessen Spitze in (c) liegt, und der Beweis ist fertig. 

Ausgezeichnete Pseudopolynome. Eine fiir die Polge wichtige 
Klasse von Pseudopolynomen sind solche, wie sie beim Vorberei- 
tungssatze bereits aufgetreten sind. Ist namlich 

f(x, y) = a Q x m + OISCP-I -j ----- \- a m , 



wobei a>ic(yi, . . , y n } sich im Punkte (y) = (c l9 . . ., c n ) analytisch 
verhalt und auBerdem 

0<m, a (c)=t=0j a 7c (c)=0, *=!,...,//, 

ist, so moge i(x,y) ein ausgezeichnetes Pseudopolynom heiBen. 

Ein ausgezeichnetes Pseudopolynom ist stets primitiv. Ein 
solches Pseudopolynom hat offenbar auch die Eigenschaft, daB es 
zu einem beliebig kleinen positiven e eine positives d gibt, derart, 
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dafi samtllche Wurzeln von / an die Ungleichung 

I x I < s 

gekniipft sind, sobald nur 

lyi Cfl <d, /=!,...,, 

genommen wird. 

2. Satz. Zerfdllt ein ausgezeichnetes Pseudopolynom in das 
Produkt zweier Pseudopolynome, so ist jeder Faktor auch ein aus- 
gezeichnetes Pseudopolynom. 

Der Beweis ergibt sich ohne Schwierigkeit. 

3. Satz. Ist das Pseudopolynom f(x,y) durch ein ausgezeich- 
netes Pseudopolynom <p(x,y) mit gleicher Spitze (c) im Punkte 
(0, c 1? . . ., c n ) analytisch teilbar, so ist f auch durch <p algebraisch 
teilbar. 

In der Tat warden hier alle Voranssetzungen des 1. Satzes in 
einem geeigneten Zylinderbereiche 

[ x | < oo, \y i c i \<d, <=!,...,, 

erfiillt. Liegen namlich die Wurzeln von q>(x,y) } wofiir 

\y i c i \ <d 

in einem Bereiche | x \ < e, so kann man d nnd s noch so 
wahlen, daB der Bereich 

\x\<s, \yi c i \<d, ^ = 1,2,...^, 

in demjenigen Bereich liegt, wofiir die genannte analytische Teil- 
barkeit gilt. Im Bereiche | x \ ^ s, \ y i c$ \ < d, ist aber f(x,y) 
sicher durch (p(x,y) analytisch teilbar, da <p(x 9 y) dort ja gar 
nicht verschwindet. 

Zusatz. Ist auch f(x } y) ein ausgezeichnetes Pseudopolynom, 
so wird der Quotient entweder ein ausgezeichnetes Pseudopolynom 
oder ein primitives Pseudopolynom Q-ten Grades sein. 

4. Satz. Sei 

F(x, y)=w + A^w-^ H h A m 

ein algelraisch irreduktibles 1 ) Pseudopolynom. Dann fallen alle 
Wurzeln in der Spitze zusammen. 

Der Beweis ergibt sich sofort aus dem Vorbereitungssatze 
nebst dem 3. Satze. 

1) Vgl. 7. 
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6. Dor AlgoritkHms des groBten gemteinsamen Tellers. 

Der Euklidische Algorithmus des groBten gemeinsamen Tellers 
gilt hler ohne wesentliche Modifikation. Seien f(x,y), <p(x,y) 
zwei Pseudopolynome voro. Grade m bzw. p, und sei < p ^ m. 1 ) 
Nach 5 ergibt sich dann (vgl. Bocher, a. a. 0. Nr. 74):. 



p<>(y} <p(x, y) = Qi( x > y} R *( x > y) + R *( x > y)> 

(1) P,(y) BI(X, y) = Qt(x, y] R*(x, y} + B 3 (^ 3 y), 

P-M B S (O!, ) = _i(^, 2/) B-!(, V) + ^(a? 



wobei P fc (i/), Qit(%,y] und R k (x,y] Pseudopolynome bedenten, 
"wovon kein P und kein Q identisch versclawindet, und wobei 
auBerdem P k ^ 9 Q k , B^+i dtireh kein in der Spitze (o) ver- 
sch-windendes Pseudopolynora 0-ten Grades gleichzeitig teilbar sind. 
Verschwindet B^x, y} identisch, so schlieJBt die Eeihe schon 
rnit der ersten Gleichung. Im anderen Falle 1st der Grad von 
Bi(x 9 y) niedriger als derjenige von cp(x,y); usw. 

Definition. Unter einem algebraischen gemeinsamen Teiler 
zweier Pseudopolynome f(x,y) und q>(x,y) verstehen wir ein 
Pseudopolynom von positivem Grade und gleicher Spitze, welches 
beide teilt. Unter einem algebraisclien grofiten gemeinsamen Teiler 
versteht man einen algebraischen gemeinsamen Teiler vom Maximal- 
grade. Da es sich bei den nachstehenden Untersuehungen nur um 
die algebraische Teilbarkeit handelt, werden wir der Einfachheit 
halber das Wort atyebraisch in der Eegel fortlassen. 

1. Satz. Damit f(x,y) und <p(x,y) einen gemeinsamen Teiler 
fiaben, ist notwendig und JiinreicJiend, da(l 



1) 1st < m < p, so hat der Algorithmus sogar in gleicher Gestalt noch 
statt, wobei nur P -3L (y) = l, Q (*^) = 0, B^a, 2/) = /(, 2/) wird. Durch die 
zweite Gleichung (1) werden dann die Eollen von / und <p vertauscht. Es tragt 
jedoch ZUT Erleichterung des Verstandnisses bei, wenn die Aufmerksamkeit nur 
auf den einen typischen Fall gelenkt wird. 
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Der Beweis fiir den entsprechenden Pall eigentlicher Poly- 
nome gilt hier unverandert; Bocher, a. a. 0., 74, 1. Satz. 
Anch der daselbst befindliche 2. Satz nebst Beweis bleibt hier in 
Kraft. Er lautet fiir den gegenwartigen Fall, wie folgt. 

2. Satz. 1st Bo+i(y) =0 und setzt man 
B 9 (x,y) = S(y)G(x,y), 

wo S(y) 9 G(x,y) Pseudopolynome vom Q-ten ~bzw. von positivem 
Grade sind, und G(x,y) aufierdem primitiv ist, so wird G(x,y) der 
grb'fite primitive gemeinsame Teiler von f(x,y) und <p(x,y) sein. 

Wir bemerken noch, daB die yorstehenden Satze gewisser- 
rnaBen aueh im GroBen gelten. Sei namlich Z ein willktirlicher 
Bereich des Eaumes der Variabelen (y l9 . . ., y n ), und seien die 
Koeffizienten von f(x ) y) y <p(x,y] analytisch in . Dann gilt die 
Eelation (6) von 5, sowie die Eelationen (1) des gegenwartigen 
Paragraphen, allgemein, wo x willkiirlich nnd (y) irgendein Pnnkt 
von % ist, nnd das entsprechende hat auch statt fiir die spateren 
Beziehungen, wie z. B. fiir (2). 

Anfgabe. Man beweise folgenden Satz. Damit zwei Pseudo- 
polynome, je von positivem Grade, keinen gemeinsamen Teiler 
besitzen, ist notwendig und hiareichend, daB eine Eelation von 
folgender Form bestehe: 

(2) F(x, y) f(x, y) + (x, y) <p(x, y] = R(y), 

wobei F(x,y), &(x,y), R(y) Pseudopolynome mit gleicher Spitze 
sind und auBerdem 



Beispiel. 1(x t y)=x^~y^ <p(x, y) = x 2 y%, F(x,y)=l, 



7. Von der Eeduktibilitat. 

Ein Pseudopolynom f(x,y) von positivem Grade moge alge- 
braisch reduktibel heiBen, falls es sich in das Produkt zweier sol- 
chen Pseudopolynome mit der namlichen Spitze zerlegen laBt. Es 
ist klar, daB f(x,y) sich mindestens auf eine Weise in der Form 
darstellen laBt: 
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wo j(y) ein Pseudopolynom nullten Grades und f^(x 9 y) ein 
irreduktibles primitives Pseudopolynom von positivem Grade mit 
der namlichen Spitze bedeutet. 

Sieht man zwei Paktoren als im wesentlichen identisch an, 
wenn sie miteinander aquivalent sind, so kann man folgenden Satz 
aussprechen. 

1. Satz. Ein Pseudopolynom von positivem Grade la fit sich 
auf eine und im wesentlichen nur auf eine Weise algebraisch zerlegen: 



wobei f(y) ein Pseudopolynom vom Grade und fk(x 9 y) ein irre- 
duUibles primitives Pseudopolynom von positivem Grade mit der 
namlichen Spitze ledeuten. 

Der Beweis beruht auf folgendem Hilfssatze. 

Hilfssatz. Seien f(x,y), g(%,y), <p(%,y] drei Pseudo- 
polynome mit gleiclier Spitze, wovon das dritte von positivem Grade, 
primitiv und irreduktibel ist, und sei f(x,y) nicJit durch <p(x,y) 
algebraiscli teilbar. Ist nun f(x,y)g(x 9 y) durcli cp(x f y) alge- 
braiscJi teilbar ? so ist g(x>y) durcli y>(x,y) algebraisch teilbar. 

Der Beweis wird geradeso gefiihrt wie im Falle eigentlicher 
Polynome, und zwar sowohl mittels des Algorithmus des groBten 
genieinsamen Tellers als auch auf Grand der Identitat (2), 6. 

Ausgezeichnete Pseudopolynome. Fiir solche Pseudopolynome 
bestehen folgende Satze. 

2. Satz. Damit ein ausgezeichnetes Pseudopolynom f(x, y} mit 
der Spitze (c , . . . , c n ) algebraisck irreduktibel sei, ist notwendig und 
liinreichend, daft dasselbe im Sinne von 4 im Punkte (0, c l9 . . ., c n ) 
analytiscJi irreduktibel sei. 

Die Bedingung ist notwendig. Ware n&mlich. 
f(x,ij) = <p(x,y}y(x,y], 

wobei 9? und ip beide im Punkte (Q, c l9 . . ., c n ) analytisch sind und 
dort verschwinden, so ware sicher 

<p(x,c] ^0, 

da sonst auch f(x, c) identisch verschwinden miiJBte. Wir diirfen 
nun <p(x,y) t mit Eticksicht auf den WeierstraJSschen Vorberei- 
tungssatz, als ein ausgezeichnetes Pseudopolynom annehmen. Nach 
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dem 8. Satze nebst Zusatze von 5 erweist sich dann ip(x, y) 
auch als ein ansgezeichnetes Pseudopolynom, und Hermit ist dieser 
Teil des Satzes bewiesen. 

Die Bedingung ist aber auch hinreichend. Zerfallt namlich 
f(x, y) in das Produkt zweier Pseudopolynome, je von positivem 
Grade, so wird jeder Faktor nach dem 2. Satze, 5, auch ein 
ausgezeichnetes Pseudopolynom, was eben die analytische Zerleg- 
barkeit von f(x,y) nach sich zieht. 

Darnaeh kann man im Palle eines ausgezeichneten Pseudopo- 
lynoms schlechtweg von der Irreduktibilitat reden, da sich die 
analytische und die algebraische Irreduktibilitat hier eben decken. 

3. Satz. Verschwindet ein ausgezeiclinetes Pseudopolynom f(x, y} 
mit der Spitze (<? 1? ...,c n ) fur alle in der Ndhe der Stelle 
(0, c , . . ., c n ) gelegenen Stellen, wofur ein irreduktibles ausge- 
zeichnetes Pseudopolynom <p(x, y) mit gleicher Spitze verscliwindet, 
so ist f(x 9 y) durcfi <p(x,y) teilbar. 

Ware der Satz nicht rich tig, so ziehe man die Relation (2), 
6, heran. Dann kann man (y) ~ (y r ) so wahlen, daB einerseits 
R (y'} =j= ist, wahrend andererseits <p (x, y f ) eine Wurzel x = x f 
zulaBt, derart, daB der Punkt (x', y'} in der genannten Umgebung 
liegt. Da nun auch f(x', y') = ist, so ist man hiermit zu einem 
Widerspruch gefiihrt. 

Diesem letzten Satze kann man noch eine allgemeinere Por- 
mulierung erteilen. Der vorstehende Beweis reicht auch fiir diesen 
Fall hin. 

4. Satz. Seien f(x,y] und <p(x,y) zwei ausgezeiclinete Pseudo- 
polynome mit gleicher Spitze (c), wovon das zweite irreduktibel ist. 
Dabei sollen samtliche Koeffizienten im Bereiche 



analytisch sein. Ist (x, y) eine Nullstelle von <p, wo (y } in 
liegt, und verschwindet fernerhin f in jedem Punkte einer gewissen 
Umgebung von (x, y Q ), in welctiem q> verschwindet, so ist f durch <p 
algebraisch teilbar. 

8. Beweis des Hauptsatzes. Weitere Satze. 

Wir sind nunmehr in der Lage, den Beweis des Hauptsatzes, 
4, zu erbringen. Der Satz ist, wie bereits bemerkt, invariant 
gegeniiber einer ganzen nicht-spezialisierten linearen Transformation 
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aller Argumente. Vermoge elner solchen Transformation laBt 
sich nun Ffa, . . ., # n ) in eine Punktion %(x,y) uberfiihren, wor- 
auf der Vorbereitungssatz anwendbar 1st: 

Ffa, ...,*) = ft(o;, y) = /(&, y)Q(x, y) , 

wobei dem Punkte (z) = (a) der Anfang (x, y) =(0,0) entspricht 
und f(x,y) ein ausgezeichnetes Pseudopolynom ist. 

Zerlegt man hier f(x,y] in irreduktible Paktoren, so ergibt 
sich damit der Beweis des ersten Teiles des Satzes daB nam- 
lich raindestens eine Zerlegung in irreduktible Paktoren moglich 
ist. 

Nehmen wir nun an, es seien zwei derartige Zerlegungen vor- 
gelegt: 



Vermoge einer geeigneten linearen Transformation kann man dann 
erreiehen, daB jeder dieser Paktoren in eine Punktion iibergeht, 
worauf der Vorbereitungssatz anwendbar ist. Daraus ergibt sich, 
daB die transformierte Funktion folgende Darstellung zulaBt: 



Sf(, y) = Cfi(. vW Ui( 

= [<Pi(z, y)}" 1 ' - - \<Pm(x, 2/)] Wn *X(a;, y), 

wobei jede Klammer ein ausgezeichnetes Pseudopolynom umfaBt, 
und J2, X im Anfang nicht verschwinden. 
Aus der Gleichung 



schlieBt man welter mit Hilfe des 8. Satzes von 5 nebst dem 

Zusatze, daB -777^ -{ nicht von x abhangt, und da auBerdem die- 
A (x, y) 

ser Bruch im Anfang nicht verschwindet, so steht auch rechter 
Hand ein ausgezeichnetes Pseudopolynom. Jetzt braucht man 
nur noch den 1. Satz von 7 heranzuziehen, und der Beweis ist 
fertig. 

Aus den voraufgehenden Entwicklungen ergeben sich noch 
die folgenden Satze. 

1. Satz. Ist Ftyi, . . .,^ n ) im Punkte (a) analytisch und ver- 
scliwindet F in jedem Punkte einer bestimmten Umgebung von (a), 
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in welchem eine in (a) irreduktible Funktion (%,..., z n ) ver- 
schwindet, so ist F im Punkte (a) durch teilbar. 

1. Zusatz. Sind Ffa, . . ., z n ) und 0(z ly . . ., n ) zwei im 
Punkte (a) irreduktible Funktionen und ist jede in einer bestimmten 
Umgebung von (a) belegene Viurzel der einen Funktion auch eine 
Nullstelle der anderen, so sind die beiden Funktionen im Punkte (a) 
miteinander dquivalent. 

2. Zusatz. Sind JP(%, . . ., z n ) und 0(z l9 . . .,z n ) zwei im 
Punkte (z) = (a) analytische Funktionen, loovon keine identiscli ver- 
schwindet, und verschwindet F in jedem Punkte der Umgebung von 
(a), in welchem verschwindet, so ist F durch jeden irreduktiblen 
Faktor von teilbar, 

Dem 1. Satze kann man noch eine allgemeinere Formuiiermig 
erteilen, 

2. Satz. Seien F(^, . . ., z n ) und <P(%, . . ., z n ) beide im 
Punkte (a) analytisch, und sei dort auch irreduktibel. Gibt es 
dann in einer . beliebig kleinen Umgebung der Stelle (a) einen Null- 
punkt (a'} der Funktion derart, da/3 F in jedem Punkte einer 
geivissen Umgebung von (a ; ) verschwindet, in welchem ver- 
schwindet, so ist F im Punkte (a) durch teilbar. 

Entsprechende Erweiternngen haben auch fur die Zusatze 

statt. 

9. "Von der Besultante und der Biskriminante. 

Seien f(x,y) und <p(%,y) zwei Pseudopolynonie je von posi- 
tivem Grade und gleicher Spitze (c l3 ...,c n ) = (c), und sei der 
Koeffizient des hochsten Gliedes eines jeden im Punkte (c) von 
verschieden. Wir bilden fiir dieselben den Euklidischen Algorith- 
mus des groJBten genieinsamen Teilers und bezeichnen den letzten 
Best mit ^+i(y). Derselbe verhalt sich analytisch in (c). 

Unter der Eesultante von / und 9? wollen wir die Funktion 
Ry+i(y) verstehen. Jede andere Funktion, welche in (c) mit 
R(j+i(y) Equivalent ist, darf auch als die Eesultante angesehen 
werden. Wir driicken ein friiheres Eesultat bloB in neuer Form 
durch folgenden Satz aus. 

1. Satz. Damit die genannten Pseudopolynome f(x,y) und 
cp(x, y) einen gemeinsamen Teiler haben, ist notwendig und hin- 
reichend, da/3 ihre Eesultante identisch verschwindet. 
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Auf den Fall, dafi die Besultante nicht identisch verschwindet, 
gehen wir unten in 13 naher ein. 

Die Diskriminante. Sei f($,y) ein Pseudopolynom, dessen 
Grad mindestens 2 betragt, und sei der Koeffizient des hochsten 
Gliedes desselben in der Spitze von verschieden. Unter der 
Diskriminante D(y) verstehen wir dann die Besultante von 

i(x,y) und f^,y} = ^ 

2. Satz. Sei f(x, y) ein Pseudopolynom der genannten Art, 
dessen Diskriminante D(y) nickt identisch. verschwindet, und sei 
(y') eine Stelle, wofur D(y')=4=0 ist. Dann hat f(x,y f ) lauter ge- 
trennte Wurzeln. 

8. Satz. Damit zwei der irredulktiblen Faktoreri, woraus ein 
zerfallendes ausgeseicbnetes Pseudopolynom f(%,y) mit der Spitze 
in (c) besteht, im Punkte (0, c lf . . ., c n } miteinander equivalent 
seien, ist notwendig und hinreichend, da/3 D(y) identisch ver- 
schwindet. 

10. Tiber das duroii das Verschwinden eines ausgezeiclmeteu 
Fsendopoiynoms definierte Gebllde. 

Gegeben sei die Gleichung 
(1) F(u>, % , . . ., ^ s ? + ^t^-i + + A m = 0, 

wobei F ein irreduktibles Pseudopolynom bedeutet, dessen Spitze 
im Anfang liegt nnd dessen Koeffizient en A k sich in jedem 
inneren und Eandpunkte des Bereiches 



analytisch verhalten. Der Einfachheit halber setzen wir noch 
voraus, daB F ansgezeichnet sei, da dies ja dnrch eine Trans- 
formation w' = w b zu erreichen ist. Aus dem Bereiche S heben 
wir die Punkte fort, in denen die Diskriminante D versehwindet : 

(2) (*i,... ,*)=0, 

und bezeichnen den dadurch entstehenden Bereich mit T. Sei 

(%,...,) ein beliebiger Punkt von T. Dann gibt es naeh 

Kap. 1, 6, eine bestimmte innerhalb T gelegene Umgebung 

dieses Punktes: 
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derart, daB die den Punkten desselben entsprechenden m "Werte 
von w sich zu m daselbst analytischen Punktionen w l9 ...,w m 
zusammenfassen lassen. Und nun behaupte ich: Jede dieser Funk- 
tionen Idflt sich Idngs eines geeigneten innerhalb T gelegenen Weges 
in jede andere derselben analytisch jortsetzen. 

Zuin Beweise gehe man etwa von w^ aus und setze man die- 
ses Punktionselement anf beliebigen innerhalb T gelegenen Wegen 
analytisch fort. So werden den Punkten von T je ft getrennte 
Punktionswerte zugeordnet, und zwar lassen sich dieselben in der 
Nahe einer beKebigen Stelle von T stets zu ft daselbst analyti- 
schen Punktionen zusammenfassen. In der Nahe der Ausgangs- 
stelle (a) mogen diese Punktionselemente w l9 ...,w k heiBen. Es 
kommt jetzt darauf an, zu zeigen, dafi ft = m ist. 

Wird dies nicht zugestanden, so bilden wir die syrnmetrischen 
Ausdriicke 

_ P 1 = Wl + w% -i \-w k , 



Wie man sieht, verhalt sich jedes P t im Punkte (a) analytisch 
und laBt sich auch in jeden Punkt von T analytisch fortsetzen. 
Des weiteren bleibt P eindeutig und endlich 1 ) in T. Nach dem 
erweiterten Eiemannschen Satze betreffend hebbare Unstetigkeiten, 
Kap. 3, 8, lafit sich P i somit auch in die Punkte des Gebildes 
(2) analytisch fortsetzen. Darum verhalt sich P i im ganzen 
Bereiche S analytisch. 

Bildet man jetzt die Punktion 

(4) (w Wj) (w w^...(w w jc ) = 10* + P^w*- 1 -i h PK, 

und bezeichnet man mit 0(w ,%,..., z n ) denjenigen im Anfange 
irreduktiblen Teiler dieses Pseudopolynoms, welcher im Punkte 
(&,%,...,<) verschwindet, wo & den Wert des Punktionsele- 



1) DaB die Wurzeln von (1) im Bereich S endlich. bleiben, erkennt man, 
wie folgt. Sei io=^=Q eine dieser Wurzeln, und man setze w' = l/io. Darin ge- 
niigt w' der Gleichung 

1 + A^W' -\ h A m w' = 0. 

Da nun die Koeffizienten endlich bleiben, so kann | w' offenbar nicht be- 
liebig klein werden. 



110 1,2. Implizite Funktionen. Teilbarkeit 

merits w l im Punkte (a) bedeutet, so erkennt man, daB F In 
jedem Punkte (w, z t , . . ., # n ) der Umgebung von (b, a ly . . ., a n ) 
verschwindet, worm verschwindet. Nach clem letzten Satze 
von 8 muB F demnach im Anfange dureh teilbar sein. 
Dies verstoBt aber gegen die Voraussetzung, daB F irreduktibe! 
sei, denn der Grad von ist nicht holier als fe, also sicher 
kleiner als m. 

Auf Grand des soeben erhaltenen Eesultates erkennt man, 
claB die Stellen (w, %, . . ., z n ), "\vobei (^ x , . . ., ^ n ) beliebig innerhalb 
S gewahlt wird und w eine willkiirliche Wnrzel von (1) bedeutet, 
eine zusammenhangende Mannigfaltigkeit bilden. Dieselbe wollen 
wir als ein pseudoalgebraisclies Gebilde bezeichnen. Sie wird auch 
als ein Element eines analytiscJien Gebildes n-ter Stufe im Eaume 
von n + 1 Variabelen benannt; vgl. 27. Allgemeiner bezieht sich 
let^tere Bezeiehnnng auch auf jede Mannigfaltigkeit, welche aus 
einem den Anfang enthaltenden Stiicke derselben durch eine 
nicht-singulare lineare bzw. umkehrbar eindeutige analytische 
Transformation hervorgeht. 

Gewdlmliche und reguldre Stellen. Fur spatere Zwecke sind 
folgende Klassifikationen von Wichtigkeit. Ein Punkt (w f , z{, . . ., s'J 
des Gebildes (1) heiBt eine gewohriliche Stelle desselben, falls die 
Diskriminante D(%, . . ., z n ) im Punkte (/,,..., sf n ) nicht ver- 
schwindet : 



1st es moglich, jeclem Punkte (0) einer bestimmten Naclibar- 
schaft eines Punktes (V) =(#(,.. .,z' n ) eine Wurzel w von (1) zu- 
zuordnen, derart, daB diese Werte eine im Punkte (#') analytische 
Punktion bilden, und bezeichnet man den Wert der Funktion im 
Punkte (#') mit w', so heiBt der Punkt (w f , &[ , . . . , ^ 4 ) , sof ern er 
als ein der genannten Funktion zugehoriger Zahlenkomplex be- 
trachtet wird, eine reguldre Stelle des Gebildes (1). 

Jede gewohnliche Stelle ist offenbar auch eine regulare Stelle. 
Das Umgekehrte trifft indessen nichfc stets zu. So ist beispielsweise 
beim Gebilde 

z* x* = 



jede Stelle (x, y, z) = (0, &, 0), wobei & + ist, eine regulare, 
nicht aber eine gewohnliche Stelle des Gebildes. 
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11. Vom zugeJiorigen. Riemannsclien Raume. 

Wir wollen jetzt beweisen, daB iiber eine 2n-dimensionale 
Umgebung der Stelle (z) = (0) ein m-blatteriger Eiemannscher 
Eanm ausgebreitet werden kann, worin die m Bestimmungen der 
Funktion w eindeutig und stetig verlaufen. 

Sei A(%, ...,# n ) das Produkt der im Anfange irreduktiblen 
Paktoren von D ? (2), jeden nur einma! gezahlt. Naehdem. man 
notigenfalls eine lineare Transformation auf die %,..., z n aus- 
geiibt hat, kann man A als ein ausgezeichnetes (aber nicht 
notwendig irreduktibles) Pseudopolynom voraussetzen, womit denn 
das Gebilde D = 0, wie f olgt, dargestellt wird : 



(5) A' = if + yidh"- 1 + - - + Yfl () = 0. 

Sei G eine positive Zahl, und sei (?' eine zweite an die Eela- 
tion < G' < G gebundene GroBe. Dann moge h so angenom- 
men werden, daB, sobald nur () ein Punkt des Bereiches 

a: \ f ft | < b, *=i,s,...,r, 

1st, alle dem Punkte (f) entsprechenden Wurzeln von (5) der Be- 
dingung 

h | < G f 

gentigen. Im tibrigen mogen G, h so klein angenornrnen werden, 
daB die Koeffizienten von F sich alle im Bereiche \rj\ <G, 
] | & ] < Ji analytisch verhalten. Den Zylinderbereicla 

r: \rj\<G, \ k \ < h, *=i,...,r, 

wollen wir nun so aufschneiden, daB das dadurch resultierende Ge- 
biet r r ein Blatt des zu .konstruierenden Eiemannschen Eaumes 
abgibt. 

Sei (f) ein beliebiger Punkt von cr, und seien 77', 77", . . . , rf^ 
die entsprechenden Wurzeln von (5). Dann liegen die Punkte rf 
alle im Kreise | r\ \ < G'. Von jedem dieser Punkte ziehen wir eine 
Parallele zur imaginaren Achse bis auf den 
Kreis \r}\~G herunter. Setzt man namlich 

r = u + wi> 9 = id 



so werden die Punkte f die genannten Streeken 
durchlaufen. 
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Jetzt heben wir aus dem 2%-dimensionalen Bereiche r die 
(%n l)-fach ausgedehnte Mannigfaltigkeit : {( , Ij, . . ., r )} 
fort. Dann bilden die zuruckbleibenden Purikte (77, | 1? . . ., |>) t;on> 
T einerz- Zmear einfach zusammenhangenden Bereich T'. 

In der Tat sei 

L: ?7=/W+^W fft=/*W+*y*W, O^l^l, 4 = 1,...,^ 

eine beliebige einfache geschlossene regulare, in r f verlaufende 
Kurve. Dann lafit sich L stetig anf einen inneren Punkt von 
r f zusamnienziehen, ohne den Band von T' zu treffen. 

Um dies nachzuweisen, werde L, wie folgt, umgeformt. Wir 
definieren eine Knrve L' durch die Formeln: 



= /(A) 





i . 



= ye 2 - /(A) 2 ; o ^ 

Dabei bleibt L' stets regular und einfach, und fallt fiir a = 1 mit 
L zusamraen. Indem man nun a geniigend weit gegen null ab- 
nehmen laBt, kann man erreichen, daB die Kurve 



innerhalb des Kreisringes 

G' <\7]\<G, 

und zwar innerhalb der oberen Halfte desselben, < v, zu liegen 
kommt. Sei a = a Q > ein Wert, wofiir dies eintritt. 





Fig. 2. 



Die Kurve L f Q} welche diesem Wert von a entspricht, liegt 

aber schon in eineni linear einfach zusammenhangenden Zylinder- 
bereich: 

G'<\r]\<G, 0<v; || fc | < h, 

womit denn der Beweis erbracht ist. 



ft =5 1, . 
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Jedem Punkte fa, ?i, . . ., f r ) des Bereiohes T' entsprechen 
m verscliiedene Wurzeln der Gleichung (1). Nach der auf der 
Hand liegenden Verallgemeinernng des Satzes von Bd. I, Kap. 8, 
10 lassen sich dieselben zu m eindeutigen In r' analytischen 
Funktionen Zweigen zusammenfassen. Jeder dieser Funk- 
tionen werde nun ein Blatt r r } des zu konstruierenden Riemann- 
schen Kaumes zugeordnet. Diese Blatter stoBen dann langs jener 
(2w l)-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit zusammen und wer- 
den nun geradeso miteinander verbunden, wie im Falle n = 1. 

Dem Verzweigungspunkte im Falle n = 1 entspricht hier eine 
(2n 2)-fach ausgedehnte Mannigfaltigkeit, und zwar deckt sich 
dieselbe im allgemeinen mit dem Gebilde (5). 1 ) Es kann indessen 
vorkommen, daB ein Teil dieses Gebildes der analytischen Fort- 
setzung eines Zweiges kein Hindernis entgegenstellt. Man macht 
sich das alles klar an der Hand des Beispiels 

2 x 2 y = bzw. z* (y + %Y(y x) = 0. 

Der soeben hergestellte Rieniannsche Raum moge mit (5 
bezeichnet werden. Er besteht aus einem Stiicke. Unter einem 
reguldren Punkte von @ verstehen wir im AnschluB an die 
Definitionen des vorhergehenden Paragraphen einen solchen, 
welcher nicht zum Verzweigungsgebilde gehort. In der Umgebung 
eines regularen Punktes verlauft das zugehorige Blatt schlicht, 
und die zugehorige Bestimmung der Funktion w verhalt sich dort 
analytisch. 

Dagegen soil fa, 1, . . ., | r ) eine gewohriliche Stelle von @ 
heiBen, falls die Diskriminante von (1) in diesem Punkte nicht 
verschwindet, d. h. A 4= . 

12. Tiber Funktionen am pseudoalgebraisclieii G-ebilde. 

Den Punkten eines irreduktiblen pseudoalgebraischen Ge- 
bildes : 
(1) F(w, Zi, ...,z n )=w m + Aiw-* H h A m = 0, 

dessen Spitze im Anfange liegt, werden Funktionswerte W zu- 
geordnet. Dann heiBt W auf eindeutig, falls jedem Punkte 
von im allgemeinen ein Wert W zugeordnet wird; dabei 
bilden die Ausnahmepunkte eine Menge, deren (%, . . ., # n )- 



1) Naheres Meriiber findet sich unten in 15. 

s go o d, Fimktionentheorie. II, 1. 2. Aufl. 
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dinaten Punkte einer stetigen 2fe-fach ausgedehnten Mannig- 
f altigkeit bestimmen, fc ^ n 1 . 

1st (&,%,..,, a n ) = (6, a) eine regulare Stelle von , so 
heiBt W analytisch in (6 , a) , falls die der Umgebung von (b , a) 
zugehorigen Werte von W eine im Punkte (#) = (a) analytische 
Funktion der Argumente %,..., z n bilden. 

Die Funktion nahert sich einem Grenzwerte A im Anfange, 
falls W eindeutig auf ist und einem beliebig kleinen positiven 
s ein positives d zugeordnet werden kann, derart, daJ3 

\W~~A \ <B 

bleibt, sofern nur | z t \ < d, /i,..^, und 27 1^ >0 ist, gleich- 
viel welcher Wert W dem Punkte (z) zugeordnet wird. Sie heiBt 
stetig im Anfange, falls sie in der Nahe des Anfangs ausnahmslos 
auf definiert ist und einem Grenzwerte zustrebt, welcher mit 
ihrem Werte dort ubereinstimmt. Ist nun (6, a) eine beliebige 
Stelle von , so sei P x (w?,%, . . .,2 n ) derjenige in (a) irreduktible 
Faktor von F(w, %,..., z n ), welcher dieser Stelle von (SJ ent- 
spricht. Dann werden die Definitionen von Grenzwert und Stetig- 
keit hinsichtlich der Funktion W an der Stelle (& , a) erhalten, in- 
dem man bei den vorstehenden Definitionen das Gebilde F = 
durch das Gebilde F = ersetzt. 

Insbesondere erweist sich die Funktion W = w als stetig auf 
. In der Spitze fallen namlich samtliche Wurzeln der Gleichung 

(1) zusammen, sonst miiBte die Funktion F(w,z) nacb. deni Vor- 
bereitungssatze zerfallen. Und nun folgt aus den Entwicklungen 
von 1 3 daS w im Anfange stetig ist. Mithin ist w iiberall stetig 
auf . 

1. Satz. Jedem gewohnlichen Punkte eines i/rreduldiblen pseu- 
doalgebraisclien Gebildes werde ein Wert W zugeordnet, und zwar 
soil sich W dort analytisch verhalten. Bleibt W auperdem endlich 
auf , so nahert sich W einem Grenzwerte in jeder nicht-gewohn- 
lichen Stelle von . Indem W an den letztgenannten Stellen noch 
durch diesen Grenzwert definiert wird, bleibt die also ergdnzte Funk- 
tion in den singuldren Stellen von stetig. 

2. Satz. Die im vorhergehenden Satze betrachtete erganzte 
Funktion W genugt ausnahmslos einer irreduktiblen pseudoalgebrai- 
schen Gleichung 

(2) Y(W, *!,... ,z n ) = W* + B 1 W-i+----r B P = Q, ,~2. is*. 
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Wir beweisen den 2. Satz zuerst, indem wir von einer gewohn- 
lichen Stelle (b, a i9 . . .,a n ) von ausgehen und die m Werte 
von W an den m iibereinander liegenden Stellen (z) = (a) von 
, WL, . . . 9 W m , zu den m element aren symmetrischen Funktionen 

W + + w m , 
... + w m _,w m , 



ww w 

1 KK 2 . . . YY m 

zusamrnenfassen. Jede derselben verhalt sich analjtisch in (a) und 
gestattet eine analytische Fortsetzung zunachst iiber den ganzen 
Bereich bin, in welcbem die Koeffizienten A i (z 1) . . .,z n ) sich ana- 
lytisch verhalt en, bis auf die Punkte dieses Bereiches, in denen 
die Diskriminante von F(w, z I} . . ., z n ) verschwindet. Da die be- 
wuBten Funktionen aber eindeutig sind nnd auch in diesen Punk- 
ten endlich bleiben, so haben sie dort nach dem verallgemeinerten 
Kiemannschen Satze, Kap. 3, 8 hochstens hebbare Singulari- 
taten und lassen sich somit auch in diese Punkte analytisch 
fortsetzen. 

Hiermit ist nun gezeigt, daB die einer beliebigen gewohnlichen 
Stelle (z) = (a) der Umgebung des Anfangs entsprechenden Werte 
von W einer Gleichung von der Form geniigen: 

(3) W- + CiW*-* + + C m = 0, 

wo C k (%,..., z n ) sich im Anfange analytisch verhalt. Ist diese 
Gleichung irreduktibel, so definiert sie eine Funktion, welche 
iiberall stetig auf ist und sonach mit der vorgelegten Funk- 
tion W identisch wird. 

Im anderen Falle geniigen die der Umgebung der genannten 
Stelle (b , a) entsprechenden TF-Werte einer Gleichung 

(4) W + B^W*-- 1 + h BV = 0, 

deren linke Seite ein irreduktibler Faktor der linken Seite von (3) 
ist. Da nun alle analytischen Fortsetzungen dieses Ausgangs- 
elements der Funktion W nach den gewohnlichen Stellen von 
hin stets noch der Gleichung (4) geniigen miissen, so erkennt 
man, daB die linke Seite von (3) keinen irreduktiblen Faktor 
besitzen konnte, welcher mit diesem nicht Equivalent ware; vgl. 
2. Satz, 8. 

8* 
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In den vorstehenden EntwicHungen 1st auch der Bewels des 
1. Satzes mit enthalten. 

3. Satz. Die im 1. Satze betracJitete Function W la/3t sick in 
jeder gewoJinlicJien Stelle des Gebildes & durch die Formel darstellen: 



Ddbei bedeutet @5 ein Pseudopolynom Jidchstens wm Grade m 1, 
welches in alien zwm, Gebilde geJiorigen Purikten der Umgebung der 
Spitze von F, worin F f = ist, verschwindet. 

Zum Beweise bilde man die Ausdriicke: 

1 I * * * "i * y m -* ' 

(6) 



_ -j 



__ p 

J- fffL~*\ 



Hierbei ist P^ in alien Punkten von T ( 10) eindeutig erklart und 
analytisch und bleibt fernerhin endlich in T. Nach dem verall- 
geineinerten Eiemannschen Satze ? Kap. 8, 3, kann P k also nnr 
hebbare Unstetigkeiten in 8 aufweisen, und P fc IaJ3t sich somit 
zu einer in S analytisclien Punktion von (z l9 . . >,z n ) erganzen. 

Indem wir uns znnachst auf die Umgebung einer Stelle 
(%,... , a n ) von T beschranken, ziehen wir die Pormeln heran: 

F(w 9 % 3 . . ., O = (w? 
F'(w ly %,..., z n ) = fa 

Andererseits hat man 



(^2 + ^3 H ----- 1- Wm)- 2 H 



wobei B% sich aus ^ x , ...,-4 TO und w- l rational und ganz zusam- 
mensetzt, und zwar ist B% vom Grade fc in ^j. Im iibrigen ist 

= 0, *=,..,. 
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Nunmehr werde die fe-te der Gleichungen (6), wie angedeutet, 
mit -B w _& multipliziert, und man addiere die also modiiizierten 
Gleichungen zusammen. So kommt: 

% ; . . ., s ft ), 



wobei G ein Pseudopolynom bedeutet. 

Hiermit haben wir die in Aussicht genommene Darstellung der 
Funktion W zunachst bloB fur die Uragebung einer besonderen 
gewohnlichen Stelle (61,%,.. -,a n ) von erhalten. Da nun aber 
die Formel eine analytische Fortsetzung langs eines beliebigen in 
T geiegenen Weges gestatfcet, so gilt die Darstellung damit allge- 
mein. Im iibrigen folgt aus der Endlichkeit von W, daB der 
Zahler in jeder Nullstelle des Nenners versohwinden muB. 

Wir ftigen noch die Bemerkung hinzu, daB die Darstellung 
(5) selbst in solchen Punkten (t%, z i9 . . ., z n ), in welch en 
D (#!,..., Zn) = ist, noch gilt, sofern w 7s nur eine einfache 
Wurzel von F ist, da F' in einem derartigen Punkte nicht 
verschwindet, und beide Seiten der Gleichung (5) sich dort also 
analytisch verhalten. 

Die Darstellung (5) wird indessen nicht immer in alien regu- 
laren Punkten von gelten, da es eben vorkommen "kann, daB 
zwei Mantel der Hyperflache (1) einander durchsetzen, ohne dabei 
verzweigt zu sein, nach Art der Kurve 

if = x*(l +x} 
im Anfang. 

Es liegt die Vermutung nahe, daB W sich auch in der Form 
eines Pseudopolynoms darstellen laBt. Dies trifft indessen nicht 
stets zu, wie das folgende Beispiel zeigt; 



Immerhin kann man leicht zeigen, daB W stets in der Form 



darstellbar ist, wobei G und A Pseudopolynome mit der nam- 
lichen Spitze bedeuten, und zwar wird A nur aus solchen in der 
Spitze von (1) irreduktiblen Faktoren bestehen, welche auch in 
der Diskriminante von (1) auftreten. Die Darstellung gilt nur fur 
gewohnliche Punkte. 
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13. Das System mehrerer psendoalgebraisolieii Funktionen. 
Seien I Funktionen w i9 ...,Wi durch die I Gleichungen: 

(1) P*K, *!,...,*) = w?* + ^w?*- 1 + + ^2 ) = > * =1 '--"'' 

definiert, wobei F te ein ausgezeiehnetes irreduktibles Pseudopoly- 
nom bedeutet, dessen Spitze im Anfang liegt. Dann wird im all- 
gemeinen jede dieser Funktionen einer verschiedenen Biemannschen 
Hyperflache bediirfen. Man kann aber stets ein Gebilde : 

(2) F(w,*i, ...,Zn}^u> + A 1 w m ~ I H ----- 1- A m = 

finden, an welchem jede Funktion w k eindeutig ist, und zwar 
gehoren zu zwei iibereinander gelegenen regularen Punkten der 
entsprechenden Eiemannschen Hyperflache @ stets verschiedene 
Systeme TOB Zweigen (w' l9 ...,w%, K% . . ., wfl , ---- Dabei be- 
deutet F(W,ZI,. *. 9 z n ) ein irreduktibles ausgezeiohnetes Pseudo- 
poljoiom, dessen Spitze im Anfang liegt, DemgemaB laBt sich 
jede der vorgelegten Funktionen w k naoh den Satzen des vorher- 
gehenden Paragraphen durch w darstellen. 

Tium Beweise sei 
S: |i|<A, <=i, .i* 

ein Beieich, in welchem jeder Koeffizient A sich analytisch ver- 
halt. Aus 8 hebe man die Punkte fort, in denen die verschiedenen 
Diskriminanten der I Funktionen (1) versohwinden, und bezeichne 
den librigen Toil von S rait T. Ist (a) ein Punkt von T, so wer- 
den sich samtliche Wurzeln der I Gleichungen (1) zu in (a) analy- 
tischen, voneinander verschiedenen Funktionen zusanimenfassen 
lassen, und zwar werden die m k Wurzeln der fc-ten Gleichung 
daselbst getrennte Werte annehmen: 



Jetzt greife man willkurlich, jedem Werte von ft entsprechend, 
eine dieser Funktionen wjj. 1 ), *=!,...,*, heraus und bilde man die 
Funktion: 
(3) wM = ajfiM -\ ----- h aX 1} > 

wobei a 19 ...,ai willkiirliche Konstanten bedeuten. Sei L eine 
von (a) ausgehende. in T verlaufende und nach (a) zuriickkehrende 
Kurve y langs deren also jedes der Funktionselemente wfi eine 
analytische Fortsetzung gestattet, und sei w die neue Bestim- 
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w> im Punkte (a). Fallt nun w^ flir alle Werte 
von Jc nicht mit w^ identisch aus, so wird mindestens eine der 
Differenzen 



von null verschieden sein. Der Wert b& von w& im Punkte (a) 
wird dann vom Werte &W der Funktion w daselbst versehieden 
sein, falls nur 
(4) a, (6W - 6f>) + - - - + ,(&{> - Zf>) + o . 

Durch geeignete Wahl der a k ist dies stets zu erreichen. 

Wenn man alle moglichen derartigen Wege L in Betracht 
zieht, so gewinnt man dadurch ja nur eine endliche Anzahl ver- 
schiedener Systeine analytischer Fortsetzungen (w ( f, . . ., wfi). 1 ) Da- 
init die entsprechenden Portsetzungea w (i} ebenfalls getrennt aus- 
fallen, geniigt also, daB eine endliehe Anzahl von Ungleicliungen 
der Form (4) zwischen den a erfiillt werden. Bekanntlich ist dies 
stets zu erreichen. 

Ist insbesondere (a) = (aj , . . . , a[ J ) eine mogliche Wahl, so 
wird offeabar jedes System (a), welches in einer geeigneten Nach- 
barschaft des Punktes (a) liegt, auch eine brauchbare Wahl der 
a liefera. Ist ferner (a) ein beliebiges System von I Zahlen 
~d ls . . ., ~di, so wird es in jeder Umgebuag von (a) einen Punbt (a) 
geben, woftir die Ungleichungen (4) statthaben. 

Sei also (oj 1? ...,a z ) eine besondere brauchbare Wahl der a. 
Dann wird die dazu gehorige Funktion w (1) Wurzel einer Glei- 
chung von der Form sein: 

F(w 9 2 19 ...,is n ) =w + A^w- 1 -} \- A m = 0, 

wobei F ein irreduktibles ausgezeichnetes Pseudopolynorn ist, des- 
sen Spitze im Anfang liegt. Der Beweis wird gerade so gefiihrt, 
wie beim 2. Satze, 12. An dem hiermit definierten pseudoalge- 
braischen Gebilde wird jede der Funktionen w k eindeutig sein. 
Des weiteren gehoren zwei regularen tibereinander liegenden Punk- 
ten der zugehorigen Eiemannschen Hyperflache zwei getrennte 
Systeme von Funktionswerten (w' v . . ., w$ und (w, . . ., w'f) an. 



1) Die extremen Falle sind folgende: i) jede Bestimmung einer willkiir- 
lichen Funktion w^ kann mit jeder Bestimmung einer zweiten, ebenfalls will- 
kiirlich gewahlten Funktion w^ im bewuBten Komplex vorkommen. Dann ist 
w eine m^m^ . . . m^deutige Funktion; M) mit einer willklirlichen Bestim- 
mung WK wird nur eine einzige Bestimmung jeder weiteren w^ verkntipft. 
Alsdann ist w eine m x = m 2 = * = m^-wertige Funktion. 
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Geometrische Deutung. FaBt man die Variabelen w l9 ...,Wi 9 
#!,...,# 2bls Koordinaten eines Punktes im komplexen Eaume 
yon I + n Dimenslonen auf, so definieren die I Gleichungen (1) ein 
Gebilde Z-ter Stufe in diesem Eaume. Der Gleichung (3) ent- 
spricht dann eine lineare Transformation, wobei 

w = !% + + cc l w l . 

1st hier etwa i + , so konnen die weiteren Gleichungen der 
Transformation, wie folgt, lauten: 



Darm wird das Gebilde, auf das neue Koordinatensystem bezogen, 
durch eine einzige Gleichung (2) definiert, indem w% 9 . . ., w l eindeu- 
tige Punktionen an diesem Gebilde sind. 

14. Von den Nullstellen einer am Gebilde eindentigen 

Fnnktion. 

Das Gebilde g. Vorgelegt sei ein ausgezeichnetes irreduktibles 
pseudoalgebraisches Gebilde &, dessen Spitze im Anfange liegt: 

(1) F(w, ts l9 . . ., z n ] =w + A^w- 1 + ... + A m = 0. 
Gegeben sei ferner der Zy Under 

(2) ^Oi, . . .,) =0, 

wo ^(%,.-M^) ^ m i m Anfange irreduktible Funktion bedeutet. 



Bei nicht-singularer Wahl des Koordinatensystems 1 ) laBt sich die 
Plache (2) auch in der Form darstellen, 

(3) R(v, %, . . ., g r ) =v v + E^'~ l 



wo Jf? ein ausgezeichnetes irreduktibles Pseudopolynom bedeutet, 
dessen Spitze im Anfange liegt. 

Sei (%, ,..,a r ) = (a) ein Punkt, in welchem die Diskriminante 
von E nicht verschwindet, und sei v^ eine in (a) analytische Funk- 
tion, welche der Gleichung (3) geniigt. Setzt man 



1) Genauer gesagt, nach eventueUer Austibung einer nicht-spezialisierten 
linearen Transformation, unter den z l9 . . .,z n . 
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so 1st F a ein Pseudopolynom, dessen Spitze 1m Punkte (z) = (a) 
Ilegt. Letzteres besteht aus einem Produkte in (a) irreduktibler 
Faktoren, nnd zwar diirfen wir annehmen, daB diese samtlich 
linear in w sind und auBerdem in (a) lauter verschiedene 
Wurzeln c l9 c%, . . . haben. Bildet man namlich das Produkt der 
irreduktiblen Faktoren von F a , jeden mir einmal gezahlt, so wird 
die Diskriminante desselben ja nicht identisch verschwinden. Da- 
her kann man in jeder Nahe von (a) einen Punkt (a') finden, in 
welchem die Diskriminante nicht verschwindet, und nun braucht 
man (a) nur noch nach (a 7 ) zu verlegen. 

Hieraus geht hervor^ daB die samtlichen der Umgebung von 
(a) entsprechenden Wurzeln von F a sich zu in (a) analytischen 
Punktionen w l7 w%, . . . zusammenfassen lassen. DemgemaB besteht 
der dieser Umgebung zugehorige Tell von aus einer endlichen 
Anzahl von Stiicken: 
(4) w=w i , v=v- L , / = i, 2,.. 

Jetzt gehen wir von den beiden Punktionselementen w i9 v^ 
aus und betrachten die samtlichen gleichzeitigen analytischen 
Fortsetzungen derselben. Die Fortsetzungen von v l werden stets 
der Gleichung (3) geniigen. Aber auch die Fortsetzungen von w^ 
werden eine analoge Gleichung, co(w, z) = , erfiillen, die sich ? 
wie folgt, ergibt. 

Seien v- L9 ...,v v die der Umgebung von (a) entsprechenden 
Wurzeln von (3), und man bilde das Produkt: 



Dann lassen sich die Koeffizienten von F iiber die ganze Umge- 
bung des Anfangs analytisch fortsetzen, und F stellt somit ein aus- 
gezeichnetes Pseudopolynom vor, dessen Spitze im Anfange liegt. 
Des weiteren verschwindet F identisch in der Nahe von (a), 
wenn w=w I gesetzt wird. Sei co(w,z) derjenige im Anfange 
irreduktible Faktor von F, der dieses idontische Verschwinden 
von F besorgt. Dann geniigen auch alle jene analytischen Fort- 
setzungen von w l der Gleichung 

(5) a>(w, z l? . . ., z r ) =0. 

Definition. Indem der Punkt (^, . . . 9 z r ) auf die Um- 
gebung des Anfangs, etwa auf den Bereich 

(6) |**I<A, *=i,..,r, 
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besehrankt wird, liefern die Punkte (w, z l} . . .,s r , v), wo w und v 
die gleichzeitigen Eortsetzungen von w l und ^ bedenten, das 
Gebilde g. Dazu werden noch alle Grenzpunkte gezahlt, deren 
Koordinaten der Bedingung (6) entspreclien. 

Ndhere Bestimmung der Definitionsbereiche. Der Bestlmmtheit 
halber wollen wir die Gebilde , g noch etwas scharfer abgrenzen. 
Es mogen Bereiche Z, S, wie folgt, erklart werden. 



8: \v\<9> (^ --'Zr) in ^, s = 9 ' 

Dabei sollen die Konstanten g, h zunachst so beschrankt werden, 
daB S, 2 resp. in den Bereichen liegen, worin die Koeffizienten 
A k , E 3 - analytisch sind. Jetzt wird als das durch (1) defi- 
nierte Gebilde erklart, wo (%,...,) beliebig in S liegt. 

Endlich wird h noch so eingeschrankt, daB die Wurzeln von 
(3) und (5) dem absolnten Betrage nach kleiner als g ausfallen. 
Und nun wird g der Bedingung entsprechen, da6 (#1, ..., r ) in 
Z liegt. 

Die verschiedenen irreduktiblen Faktoren (D(W,Z) von 
F(w, Si, . , %i) geben zu verschiedenen Werten von h AnlaB. 
Unter h verstehen wir nun schlechtweg den kleinsten dieser 
Werte (oder auch eine kleinere positive Zahl). 

Wir konnen nunmehr den folgenden Satz aussprechen. 

Satz. Alle simultanen Losungen der Gleichungen (1) und (3) 
liegen an einer endlichen Anzahl von Gebilden g und machen diese 
Gebilde gerade aus. 

Die Funktion W. Des weiteren werde eine Punktion W vor- 
gelegt, welche eindeutig und stetig am Gebilde ist und sich 
auBerdem in den regularen Punkten von analytisch verhalt. 
Nach 12, 2. Satz, geniigt W dann einer irreduktiblen pseudo- 
algebraischen Gleichung, 
(7) W(W y z . . ., O = W' + BiW-i + - - - + B 9 = 0, 

deren Spitze im Anfange liegt. 

Aus der Stetigkeit von W am Gebilde ergibt sich schon 
die Stetigkeit von W an einem Gebilde g. Es liegt aber kein 
Grund vor, zu glauben, daB W sich in den regularen Punkten 
von g analytisch verhalten soil. Es stellt sich indessen heraus, 
daB dem in der Tat so ist. 
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Sei namlich (z) = (a) ein Punkt von Z, der zu lauter ge- 
wohnlichen Stellen von g fiihrt. Tragt man in (7) z n = t\ ein, so 
kommt : 

(8) W(W, z l3 . . ., z t9 %) = W a (W, %, . . ., z r ) = 0, 

wo W a ein Pseudopolynom mit der Spitze (a) bedeutet. Bilden 
wir das Produkt der in (a) irreduktiblen Faktoren von W a) jeden 
nur einmal gerechnet, so verschwindet die Diskriminante desselben 
nicht identisch. DemgemaB verhalt sich W in der Umgebung 
irgendeiner der genannten Stellen von g analytisch, hochstens 
bis auf die Punkte einer (2r 2)-fach ausgedehnten Mannigfaltig- 
keit. Da W aufierdem eindeutig und stetig in der bewuBten Um- 
gebung 1st, so erweist sich W dort als ausnahmslos analytiscli, 
vgl. Kap. 3, 3. In ahnlicher Weise wird gezeigt, daB W auch 
in etwaigen sonstigen regnlaren Pnnkten von g analytiscli ist. 

Die Wurzeln von W. Untersuchen wir jetzt die Stellen von 
<$, worin W einen konstanten Wert hat, 

W = C. 

Es geniigt, C = zu setzen. Mit Eiicksicht auf (7) erkennt man, 
daB eine notwendige Bedingung ftir eine Wnrzel von W auf in 
der Gleichung 

(9) B, = Bp(*i,...,*)=0 
besteht. 

Verschwindet W nicht identisch auf , so liegen die Null- 
stellen von W auf einem oder mehreren Gebilden g, welche, wie 
folgt, erhalten werden. Sei ip (%,..., z n ) ein irreduktibler Paktor 
von Byfa, . . ., # n ), und man betrachte alle Gebilde g, welche 
durch die Gleichung ip = nebst der Gleichung (1) definiert 
werden. Diese Gebilde mogen hinfort mit g bezeichnet werden. 
Ihre Gesamtheit stellt die vollstandige Losung der Gleichungen 
(1) und (9) vor, wo (z^ . .., r ) in einem geeigneten Bereiche Z 
liegt. 

Auf mindestens einem dieser Gebilde g wird W identisch 
verschwinden. Sei namlich (z) = (a) ein Punkt des Bereiches , 
der zu lauter gewohnlichen Stellen P it P 2 , ... samtlicher g fiihrt 
und wofiir auch die irreduktiblen Faktoren der samtlichen 
Eunktionen W a linear ausfallen. In mindestens einer der Stellen 
P k muB der zugehorige Wert von W verschwinden, da B y in 
jedem Punkte P t gleich null wird, und da ferner jede Wurzel 



124 I* 2. Iniplizite Punktionen. Teilbarkeit 

von (7) einen "Wert YOB W in einem der Punkte Jf} vorstellt. 
Demnach muB W in der Umgebung mindestens einer der Stellen 
P k identisch verscbwinden, und darum verschwindet W auch 
identisch am bewuBten Gebilde g . 

Ersckopfung der Wurzeln von W. Mit den Punkten der Ge- 
bilde g 05 an denen W identisch verschwindet, werden samtliche 
Wnrzeln von W an erschopft. In der Tat sei 

Q: (c,a)= (c,a>i, - -, n) 

eine beHebige Stelle von &, in welcher W verschwindet. Dann 
muB Bp wegen (7) im Punkte Q verschwinden, und daruin Hegt 
Q auf einem Gebilde g . 

Wir betrachten nun das vorgelegte PseudopolynomJ?(w?,%,...,^) 
in der Nahe von Q. Dasselbe kann in mehrere irreduktible Fak- 
toren zeri alien, wovon aber einer, @(w?, %>-., ^), ia der Spitze 
(%,... ,a n ) die Wurzel w = c haben und der Stelle Q von 
entsprechen wird. Auf diesem Gebilde wird dann W eindeutig 
und im Punkte Q gleieh null sein. DemgemaB gestatten die 
voraufgehenden Bntwicklungen eine unmittelbare Anwendung auf 
diesen Fall. Insbesondere wird es mindestens ein Gebilde g 
geben, woran W identisch verschwindet und welches den Punkt 
Q enthalt. Sei (a') = (a' L9 ..., a' r ) ein Punkt der Nachbarschaft 
von (a) = (an, ..., a f ), dem nur gewohnliche Punkte sowohl von 
g als auch von samtlichen Gebilden g entsprechen. In der 
Nahe von (a'} fallt dann g mit einem der Gebilde g zusamnien, 
und darum liegt g ganz auf dem bewuBten g . Hiermit 1st 
denn gezeigt worden s daB die Wurzel Q: (c,a) von W doch auf 
einem der bewuBten g liegt, w. z. b. w. 

Fassen wir das Brgebnis in einen Satz zusammen, so konnen 
wir sagen: 

Satz. Die Nullsiellen der Funktion W machen eine endliche 
Anzahl von Gebilden g aus, sofern W nicht gerade identisch ver- 
scliwindet. 

Bei nicht-spezialisierter Wahl des Koordinatensy stems besteht ein 
Gebilde g aus den Punkten (^,^1, ..-,), wo ^ n = durch eine 
Gleichung (3) definiert wird und w eindeutig am Gebilde (3) ist. 

Beispiel. Sei 
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und sei 

W = w 2 . 

Dann geht (7) aus der Gleichung 

(W + 2 ) 2 %2 2 = 
liervor, also wird 

(70 W 2 + %**W + z\-wi = 0. 

Demnach wird 

B 9 = Z l %^2 = (#2 #l) ^2 

Die Gebilde g entstehen aus den folgenden Zylindern 
^(%,2 2 ) =0: 

i) 2 2 X = 0; ii) 2 =0. 

In beiden Fallen wird z 2 = v gesetzt. 

ad i) Hier fallt die Gleichung (3), wie folgt, aus: 
(3') ^ = 0. 

Tragt man den Wert v^ = % in (!') ein, so kommt: 

w z __ g^ = = w* zl = (w %) (w + %) = 0, 
also 

a) i( w ^i) w % = 0; ft> a (w, i) = ? + ^i = 0. 

Es gibt also hier zwei Gebilde g : 



w = %. 

Am Gebilde g^ verschwindet W identisch. Am Gebilde g|~) ist W 
dagegen von null verscHeden bis auf den Schnittpunkt dieses 
Gebildes mit g^ und dem weiteren Gebilde g unter ii), namlich 
(w,z ly z z } = (0,0,0). 

ad ii} Hier wird (3) zur Gleiclaung 



Aus (!') wird nun 

w 2 %#! = io 2 = 0. 



Es gibt nur ein Gebilde g OJ 

g : v = 0, w = 0. 
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An demselben muB W notwendig identisch verschwinden, was 

auch bestatigt wird. 

Aus diesem Beispiele geht ferner hervor, daB es in der Tat 
Gebilde g geben kann, woran W nicht identisch verschwindet. 
In einem solchen Falle liefern diese Gebilde keine neuen Wurzeln 
von W eine Wurzel hat W jedenfalls darauf, da alle Gebilde g 
ja durch den Punkt (w t z) = (0,0) hindurchgehen , sondern 
weisen nur da Wurzeln auf, wo sie mit jenen anderen Gebilden 
g zum Schnitte kommen. 

15. VOB den singularen Stellen eines pseudoalgebraisclien 

Gebildes. 

Wir sind jetzt in der Lage, naheres iiber die singularen Stel- 
len eines ausgezeiehneten irreduktiblen pseudoalgebraischen Ge- 
bildes : 



(1) F(w, % ? . . ., z n ) -=w m + AIM-* H ----- h 

zu bestimmen. Diese linden sich unter den an gelegenen Null- 
stellen der Funktion W = F w (w, z l9 . . ., z n ], und letztere fiillen 
nach 14 ein oder mehrere Gebilde g ans. Aber nicht jede Stelle 
von , an welcher F w verschwindet, braucht eine singulare Stelle 
der Funktion w zu sein. Bs fragt sich nun, ob die singularen 
Stellen der Funktion w einen gewissen Komplex von Gebilden 
g gerade ausmachen. 

Die singularen Stellen von liegen aber auch an den Gebil- 
den g, welche durch den Schnitt von (1) mit der Diskriminanten- 
flache DOi, . . ., O = 0, also mit dem Zylinder (5), 11, 

(2) 



entstehen, und diese letzteren Gebilde wollen wir nun des naheren 
unter such en. 

Wir wollen annohmen, daB die Koeffizienten A s sich im Be- 
reiche 

8: \r]\<g> (I) in ^; 

Z: \g jc \<h, * = j,...,r, 

analytisch verhalten, sowie daB \ri'\<g 9 wo (|) in S liegt und 

r{ eine beliebige Wurzel von (2) ist. 
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gei (f) = (a) ein Punkt von 27, wofiir A lauter getrennte 
Wurzeln hat, und sei 77 = ft erne dieser Wurzeln. Dann liegt /? 
im Kreis e 

ffl: M<0- 

Um ($ werde ein in befindlicher Kreis 

K: \rj-f$\<l, \P\+Kg, 

so gewahlt, daB kerne zweite Wurzel von A (77, %,..., a r ] in .K 
(inkl. des Eandes) vorhanden ist. Wird dann Q der Bedingung 

< Q < A 

gemaB beliebig angenommen, so lafit sich Z derart bestimmen, 
daB, wenn (f) in der Umgebung 

IX: If* *| <*> t-i,..,r, 

der Stelle (a) liegt, eine und nur eine Wurzel von A sich in K 
befindet und auf den Kreis 

K': \1-P\<e 

beschrankt ist. 

Die FunUion w im Bereiche {E K',U} = E. Wir betrach- 
ten nun die verschiedenen Wurzeln von F im Bereiche 



In jedem Punkte desselben sind diese samtlich getrennt. Im 
Kleinen lassen sie sich also zu m analytischen Funktionen 
zusammenfassen. Setzen wir ein besonderes dieser Funktions- 
elemente in E analytisch fort, so entsteht dadurch eine in B 
^-deutige Funktion, 1 ^ q ^ m y deren Werte in R mit w ly . . ., w q 
bezeichnet werden mogen. Die elementaren symmetrischen Punk- 
tionen derselben, 

?H ----- \-Wg, *=3,...,2, 

sind eindeutig und analytisch in E, und mogen k (z I , . . ., z n ) 
heiBen. Jede dieser Punktionen gestattet eine analytische Port- 
setzung iiber den ganzen Bereich 



wie wir jetzt beweisen wollen. 
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Yor allem erkennt man, daB 0% eine Fortsetzung in jeden 
Punkt von T gestattet, der nicht anf der Mannigfaltigkeit A == 
liegt. Ein solcher Punkt ist (?/, a 1} . . ., a r ), <]?]' |<A. 
Wir nehmen nun Q' so an, daB Q<Q' <]?]' ft] ausfallt, und 
bestimmen den zugehorigen Wert, V, von I. Dann verhalt sich 
die entsprechende Funktion f k (%,... , 2 n ) analytisch im Bereiche 



Ein Teil dieses Bereiches, namlich der Bereich 1 ) 



liegt in E, und dort stimmt $' k eben nait @ k iiberein. 

In ahnlicher Weise wird der Beweis fiir jeden anderen Punkt 
(rf, a[, . . ., a' r ] gefiihrt, wobei 77' in K, (a 1 ) in U liegt und 
A (77', i, . . ., <) 4= ist. Die Wurzel ft' von A(^, ;, . . ., <) ? 
welche in K' liegt, umgeben wir mit einer kleinen Nachbar- 
schaft r, welche den Punkt rf ausschlieBt, und bestimmen dann 
eine Uingebung a cies Punktes (a') derart, daB eine Funktion &' k 
im Bereiohe {K r,a} definiert werden kann, welcbe im Teil- 
bereiclie { K K',0] mit @ 7: iibereinstimmt und letztere Funktion 
in den Punkt (77', a' 19 . . ., a' t ) analytiscli fortsetzt. 

Es bleibt noch ubrig, zu bemerken, daB das soeben darge- 
legte Verfahren eine in T eindeutige Funktion liefert, wo T' aus 
den Punkten yon T besteht, in denen A 4= ist. Ist namlich 
(V) ein beliebiger Punkt von U, so wird & k in jedem Punkt e 
(77 ,<4, ...,O> wofiir TI in E liegt und *$ ft' ist, dureh die ur- 
spriingliche Funktion 0% nebst der soeben beniitzten analytischen 
Fortsetzung derselben eindeutig bestimmt. - DaB k auBerdem 
noch endlich bleibt, ist ja sofort evident. 

Jetzt sind alle Bedingungen des ersten Satzes von Kap. 3, 
8 resp. 4 erfiillt, und 0% erweist sich somit als analytisch 
in T. DemgemaB gentigen diese q Bestimmungen von w einer 
irreduktiblen pseudoalgebraischen Gleichung 

(3) ^ + Bi^- 1 H ----- h B Q == 

mit der Spitze fo, . . ., z n ) = (a lf . . ., cc r , ft}. Die Koeffizienten 
BJ verhalten sich analytisch in T. 



1) Zur Vereinfaohuiig des Beweises dtirfen wir voraussetzen, daB 
V < I ist. 
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Wir sind nunmehr in der Lage, den folgenden Satz zu be- 
weisen. 

Satz. Sei g ein beliebiges der Gebilde 
F=:Q, A = 0. 

Sieht man von den Stellen ab, in denen die Diskriminante von A 
verschwindet, so hdngen genau q Zweige von w in jedem Punkte 
von g zusammen. 

DaB namlich niindestens q Zweige in der Umgebung der 
Stelle (w 9 z) = (y, %,..., a r , ft) von g, wo y die Wurzel von (3) 
in der Spitze, zusammenhangen, wurde klar, sowie die obigen 
mehrdeutigen Funktionen im Bereiche B zu Zyklen zusamnienge- 
fafit waren. Bs blieb aber noch iibrig zu konstatieren, daB diese 
Zyklen nicht ineinander fortgesetzt werden konnen, ohne daB (z) 
aus dem Bereich T Mnanstritt, und dies erhellt sofort ans der 
Eelation (3). 

Sodann wird ferner gezeigt, daB diese Zahl q auch in jedem 
Punkte einer gewissen Umgebung der Stelle (y, a l9 . . ., a r) ft) von 
g erhalten bleibt. Dazu verhilft uns keine pseudoalgebraische 
Gleichung, wie (3). Wir haben eben den ganzen ins Einzelne 
besprochenen Sachverhalt notig, insbesondere den Umstand, daB 
jeder Punkt (a') von U zu einer und nur einer Wurzel ft' von 
A fiihrt, wozu sich noch eine und nur eine Wurzel y' von F ge- 
sellt [hiermit ist dann ein einziger Punkt (y' , a' 19 . . ., a' r , j3') von 
g bestimmt] und daB genau q Wurzeln von F in diesern Punkte 
zusammenhangen. 

Der Beweis des Satzes besteht nun eben darin, daB man zwei 
beliebige nieht-spezialisierte Punkte des bewuBten Gebildes g durch 
eine auf g verlaufende durch keine der Ausnahmepunkte bin- 
durchgehende regulare Kurve L miteinander verbindet und dann 
nach wohl bekannten Metnoden konstatiert, daB q langs L kon- 
stant sein muB. 

Von der Unmoglichkeit singuldrer Gebilde niederer Dimension. 
Fiir ein bestimmtes Gebilde g kann q = 1 sein, und es liegt die 
Prage nahe ? ob dies nicht auch fiir alle Gebilde g zugleich ein- 
treten konnte. Dann wurde das Verzweigungsgebilde nur von der 
(2r 2) -ten (oder sogar noch von einer niederen) Dimension sein. 

Dieser Fall ist aber leicht zu erledigen, da die Aushebung 
einer fe-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit aus der Umgebung 

s g o o d , Funktionentbeorie. II, 1. 2. Aufi. 9 
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ein.es Punktes eines Eaumes von p Dimensionen einen linear ein- 
fach zusammenhangenden Bereich zuriicklaBt, sobald nnr 
k<^p 3 ist. Wiirde ein Funktionselement w^ also in jede Um- 
gebung einer (2r 2) = (2^ 4)-fach ausgedehnten Mannigfaltig- 
keit 3K analytisch fortgesetzt werden konnen, so muBte zunachst 
eine eindeutige Funktion in der Umgebung von 3K entstehen, nnd 
eine solche laBt stets nach dem zweiten Satze von Kap. 3 5 3 eine 
analytische Fortsetzung in die Punkte von 3Tc zu. 

16. Von der BarsteUung der Function W am singular en 

G-ebilde. 

1st W eindeutig und analytisch an denjenigen Stellen des 
Gebildes , 
(1) F(w,z l} ...,z n } =0, 

von 10, (1), in denen F v (w, %, . . ., ) nicht verscliwindet, und 

bleibt W fernerhin endlich am Gebilde, so haben wir bereits ge- 

selien, daB sich W an alien solclien Stellen in der Form darstellen 

laBt: 

/o\ W - GjL*i^JL?L 

W V "F^to,^,...,^ 9 

wo G ein Psendopolynom bedentet, dessen Spitze mit derjenigen 
von F znsammenfallt. Wir haben fernerhin gesehen, daB W sich 
an den iibrigen Stellen von so definieren laBt, daB W iiberall auf 
stetig wird; 12, 1. Satz. Sei g eins der Gebilde, in denen 
F w (w 9 z lt . . . y ^ n ) auf verschwindet. Nach einer eventuellen 
linearen Transformation von %, ..., wird g durch eine Glei- 
chung definiert: 
(3) 



wo W einen irreduktiblen Faktor von A fa, ^, . . ., f r ), 15, (2), 
also ein ausgezeichnetes irreduktibles Pseudopolynom mit der 
Spitze im Anfange bedeutet, und w eindeutig darauf bzw. Wurzel 
einer ahnlichen Gleichung (namKch der Gleichung (5), 14) 

(4) 0(t0,fi,...,fr) =0 

ist, und wo die Punkte von g die Koordinaten (w, g l9 . . ., f r , rf) 
haben. Nach den Entwicklungen von 14 wird nun W (und 
also auch insbesondere w) nicht nur stetig, sondern auch analy- 
tisch auf diesem Gebilde sein. 
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Darnach laBt sich W an alien Stellen von g, in denen 
W n (r} 9 fi, . ., ? r ) + Q ist, falls w eindeutig auJL(3) ist, in der 
Form darstellen: 



wo F ein Pseudopolynom bedeutet, dessen Spitze im Anfange 
liegt. 

Ist nun n > 2, so konnen wir den SchluB an den bisher aus- 
geschlossenen singularen Stellen wiederholen und so fortfahren, 
bis wir W in jedem Pnnkte des Gebildes (S hochstens mit Aus- 
nahme des Anfangs durch Eormeln vom Typus (2), (5) nsw. zur 
Darstellung gebracht haben; WeierstraB, vgl. 17. 



17. "fiber simultane Gleiclmngssysteme. Der zweite 

WeierstraBsclie Satz. 

Das Gebilde g im allgemeinen Falle. Wir kniipfen an den 
Begriff der friiheren Gebilde g, 14, an, indem wir von einem 
ausgezeichneten irreduktiblen pseudoalgebraischen Gebilde 

(1) H(w, %, . . ., U Q ) = up + EiW-i + - - + Ep = 

und einem zu demselben gehorigen Funktionensysteme 1 ) w I} . . ., w (f 
ausgehen. Dann soil die Punktmenge { (w i3 . . ., w a , %,..., u^ } 
ein Gebilde g ausmachen. Ubt man nun eine beliebige nicht- 
singulare lineare Transformation 



aus, wobei t^=or + ^, i = 1, . . .,n, so moge das transfor- 
mierte Gebilde auch ein Gebilde g heiJBen. 

Ausfiihrlicher gesagt heiBt g ein Gebilde Q-ter Stufe im 
Baume der n Verdnderlichen 2 ) (z) oder (w,u). 

Nach den voraufgehenden Entwicklungen bilden die singu- 
laren Stellen von g (falls ju, > 1) ein oder mehrere Gebilde g' von 



1) Damit ist ja nach 13 gemeint, daB jede Funktion w^ am Gebilde 
(1) eindeutig und stetig und in den regularen Punkten desselben analytisch, 
und fernerhin die Funktion GL^WI -f- - - - + a(jW ff bei nicht-spezialisierter 
Wahl der a^ mit diesem Gebilde gleichverzweigt sein soil. 

2) Die gleiohzeitigen analytischen Fortsetzungen der Funktionen 
w?!, . . ., Wa nebst gewissen spater zu bespreohenden Grenzpunkten bilden 
nach. WeierstraB ein monogenes analytisches Gebilde Q-ter Stufe i/m Raume 
der n Veranderlichen. 

9* 
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der (Q l)-ten Stufe. Ihnliches gilt von den singularen Stellen 

letzterer Gebilde, falls solche Stellen vorhanden sind, usw. 

Der zweite WeierstraBsche Satz. 1 ) Vorgelegt sei ein Sy- 
stem simultaner Gleichungen: 

(A) GI&, . . ., **} = 0, . . ., <?,(*i, . . ., * n ) = 0, 

wobei *&, ., 3n)> fe = 1, . . ., Z, ^ ^ -P^nfcfe (a) analytiscke, 
daselbst verschwindende Function bedeutet, dock darf keine dieser 
Funktionen identisch verschwinden. 1st I ^ n, so werden die in der 
Nahe von (a) lelegenen gemeinsamen Nullstellen im allgemeinen blof) 
aus dem einen PunUe (z) = (a) bestehen. 

Wird dem vorgelegten System nodi durch einen zweiten Punkt 
der genannten Nachlarschaft genugt, und dieser Fall tritt stets ein, 
wenn I < n ist, so bestehen die simultanen Losungen des Systems 
(A) aus den Purikten eines oder mehrerer GeUlde g. Die Stufe Q eines 
Q ist an die Eelation geknilpft: n l ^Q <^n l; doch brauchen 
die GeUlde g nicht alle von gleicJier Stufe zu sein. 

Ist I ^ n, so wird im allgemeinen eine der aus n der Funk- 
tionen G k gebildeten Jacobischen Determinanten, etwa 



im Punkte (z) = (a) nicht verschwinden. Dann lassen sich die n 
Gleichungen 

Z < =G 1 ( 1 ,..., II ), <-!,..,, 

eindentig umkehren, woraus sich denn ergibt, daB dem Pnnkte 
(Z) = (0) der einzige Punkt (z) = (a) entspricht. 

Tritt dieser Pall nicht ein, so wird der Beweis vermoge der 
Methode der vollstandigen Induktion gefiihrt. Sei n beliebig, aber 
fest. Fiir I = 1 reduziert sich der Satz auf den erst en WeierstraB- 
schen Satz, 1. Wir nehmen nun an, daB der Satz fur I = 1, 2, 
. . ., I richtig ist, und beweisen dann, daB er auch fur I + 1 gilt. 

Ziehen wir also ein beliebiges der Gebilde g in Betracht, 
welches den erst en I der vorgelegten Gleichungen (A) entspricht. 
Dieses werde vermoge der Gleichung (1) und des dazu gehorigen 

1) WeierstraB, Werke, Bd. 3, S. 79. Mit Biicksicht auf den aus dem 
Vorbereitungssatze hervorgehenden ersten Bxistenzsatz bezgl. raehrdeutiger 
impliziter Punktionen scheint es wohl angebracht zu sein, die vorliegende Ver- 
allgemeinerung desselben als den zweiten Wei&rstrafischen Satz zu bezeichnen. 
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Funktionensystems w l9 ... 9 w ff definiert. Die (Z + l)-te der vor- 
gelegten Gleichungen (A), auf die (w, %)-Variabelen bezogen, moge 

lauten : 

\ f\ 



Wir betrachten nun die Funktion 

W = *P(wj L9 ...,w ff ,u 1 ,. ..,u g ) 

am Gebilde (1). Diese ist eindeutig nnd stetig, nnd in alien regu- 
laren Punkten auch analytisch, und sie verschwindet auBerdem 
im Anfange. Von ihren anf diesem Gebilde belegenen Nullstellen 
gilt mithin das Eesultat von 14. Es kann insbesondere vor- 
kommen, daJB W dort identisch verschwindet. Dann stellt das Ge- 
bilde g lauter simultane Losungen der samtlichen I + 1 vorgeleg- 
ten Gleichungen vor. Sonst verteilen sich die Nullstellen von W 
am Gebilde (1) auf ein oder mehrere Gebilde g' je von der 
(Q l)-ten Stufe. 

Wir heben noch besonders hervor, dafi beim Ubergange von 
I zu I + 1 ein Gebilde g o-ter Stufe entweder erhalten blieb 
oder aber durch ein oder mehrere Gebilde g' je von der (0-1)- 
ten Stufe ersetzt wurde, es entstand also niemals aus g beim ge- 
nannten Ubergange ein Gebilde g" von niederer als der (o-l)-ten 
Stufe. 

Hiermit ist der Beweis des Satzes geliefert. 

Beispiel 1. Sei n = 8, I = 2, 



Dann sind zwei g vorhanden, und zwar ist jedes von der 1-ten 
Stufe: 



Beispiel 2. Sei n = 4, I = 8, 
z 2 = 0. ^ j/ 2 = 0, (z x 2 } + (y x)t = 0. 

Dann sind wiederum zwei g vorhanden, doch sind diese nicht 
rnehr von gleicher Stufe: 

g 2 : y = %> z = x*, x = x, t = t; 

g x : y = x y z = x 2 , x = x, ^ = 0. 
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Beispiel 3. Sei n = 5, Z = 4, 

3_a* = 0, ,2 2/3^0, (z x*) + (y x)t = Q, 
0-a; 3 ) + (~oO* + (0 aOfa^Xtt a;) ==0 - 

Hier sind drei g vorhanden, und zwar stellen sie wiederum, wie 
bisher, jede mogliche Stufe vor: 

g 3 : y = X, Z=X B , X=X, t = t, U = U', 

g 2 : y^cox, = 3 , x=x, t = Q, u=u; 

0i : y=co 2 x, z = x* y x=x, t = Q, u=x. 

Beispiel 4. Sei n = 5, Z = 4, 

0-^-0, ^-y 3 -0, (-o?) + (y*-x*)t =0, 

(^__^3)^ + (j/8 flj8)t = 0. 

Hier sind drei g vorhanden, welche alle von gleicher Stufe sind: 

gU') : y=0) 7c X, 2=X*, X = X, t=t, U=U] *0,1,2. 

Darstellung der gemeinsamen Losungen. WeierstraB hat auch 
zugleich angegeben, wie die gemeinsamen Wurzeln der Gleicliungen 
(A) zur Darstellung gebracht werden konnen. Sein Eesultat er- 
gibt sich sofort aus dem Satze von 16 und lautet, wie folgt. Da 
es sich urn eine Eeihe verschiedener Stufen handelt, empfiehlt es 
sich, die n Variabelen mit w l9 . . .,w n zra bezeichnen, 

Die in der NdJie wn (a) belegenen gemeinsamen Nullstellen der 
Gleichungen (A) lassen sich, hochstens mit Ausnahme der einen 
Stelle (2) = (a), durch eine endliche Anzahl von Formeln folgender 
Art ausdrucken: 



C in W n 



Dabei, bedeutet H ein irreduhtibles ausgezeichneies Pseudopolynom, 
dessen Spitee im Anfange liegt, und ferner ist H f die AUeitung wn 
H nacli dem ersten Argument; endlich ist G$ ein Pseudopolynom, 
dessen Spitze ebenfalls im Anfange liegL 
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Die genannte Ausnahme tritt nur ein, wenn ein Gebilde 
H = vorhanden ist, wofiir m = 1 ist und dessen Grad > 1 ist, 
z. B. 

H(w 2 ,Wi) =^i w {- 

Die Punkte eines solehen Gebildes lassen sich war in der Form 
darstellen : 



wobei pity) sich im Punkte = analytiseh verhalt und wo 
auBerdem zwei verschiedene Werte yon t niemals zui gleichen 
Stelle des Gebildes H = fiihren; aber diese Darstellung sub- 
snmiert sich nicht stets unter die sonstige Form. 

Ist (c[ !,..., c' nn ) eine mogliche Wahl der c i:f , so liefert jeder 
in der Nahe von (c f ) belegene Pnnkt (c) ebenfalls eine mogliche 
Wahl. 

18. Ein weiterer Satz betreffend implizite Funktionen. 

Im AnschluJB an den zweiten WeierstraBschen Satz, 17, kann 
man noch einen dritten Satz beweisen, welcher namentlich bei der 
Umkehrung einer Transformation in der Umgebung einer singu- 
laren Stelle gute Dienste leistet. 1 ) 

Theorem. Vorgelegt sei ein Gleichungssystem 

(1) ^(%,- . .,u v ; x ly . . .,a ff ) =0, < = i,.- ,P, 

wobei F i sich im Anfang analytisch verMlt und dart verschwindet. 
Ferner mogen die Gleichungen 

(2) F,(u^ . . ., u 9 ; 0, . . ., 0) = 0, ,= i,...,^ 



1) Dieser Satz hat vielleicht schon Po in car 6 vorgeschwebt; vgl. seine 
These, Paris 1879, Lemma IV, S. 14. Was er mit den Worten: . . . si les Equa- 
tions (px = 9? 2 = * = cpp = restent distinctes quand on annule tous les 
a; ..." meinte, kann man nur raten. Der Satz des Textes gibt eine mogliche 
Auslegung derselben. 

Nach einem zweiten, ebenfalls mit ungentigenden Hypothesen ausge- 
sprochenen Satze von Poincar6 lassen sich die Gleichungen (1) durch ein 
neues System von gleichem Typus ersetzen, wobei die linken Seiten auBerdem 
in den Variabelen u t , . . . , u^ Polynome sind; Poincare, Mecanique celeste, Bd.l, 
S. 72; Osgood, Madison Colloquium, S. 196. Unter den Voraussetzungen des 
vorstehenden Satzes erkennt man auf Grund der Entwicklungen des Textes, 
daB es allerdings ein solches Gleichungssystem gibt, welches durch alle Lo- 
sungen von (1) befriedigt wird, dasselbe kann aber denkbarerweise noch andere 
Losungen zulassen. Vgl. auch Clements, Transactions Amer. Math. Soc., Bd. 
14 (1913), S. 325. 
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keine andere in der Nahe des Anfangs gelegene Losung als nur 
(%,..., u p ) = (0, . . ., 0) zulassen. Dann liegen die gemeinsamen 
Losungen der Gleichungen (1) auf einem oder meJireren Gebilden g 
je von der q-ten Stufe. 

Sieht man insofern von einer spezialisierten Lage des Koordi- 
natensystems ab, da/3 man eine belielige lineare Transformation 

(3) < 



zulafit, so kann man jedes Gebilde g so darstellen, dap u p Wurzel 
einer irreduktiblen ausgezeichneten pseudoalgebraischen Gleichung: 

(4) H(u,, &!, . . ., a?fl) = uf + A^~^ + . + A m = 0, 

wird, wahrend u ly . . . 3 Uy ni eindeutig und stetig am Gebilde (4) 
sind und sich in den reguldren Punkten von (4) analytisch ver- 
halten. Mifhin lafit % im allgemeinen die Darstellung zu: 



i(u v , x l9 . . ., x q } sich im Anfang, (0, 0, . . ., 0), analytisch 
verhalt und in den gemeinsamen Nullstellen von H und H' ver- 
schwindet. 

Diejenigen Losungen der Gleichungen (1), welche der Darstellung 

(5) entgehen } entsprechen den gemeinsamen Nullstellen von H und 
H f und ordnen sich mithin in ersichtlicher Weise in Klassen ein. 

Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus der Methode, wonach 
der zweite WeierstraBsche Satz, 17, bewiesen wurde. Vor allem 
1st klar ? daB keine der Funktionen 

(6) Pi(wi,...,^;0,...,0) 

identisch verschwindet, da sonst die iibrigen F t nach dem soeben 
genannten Satze eine von (0) verschiedene Nullstelle in der Nahe 
des Anfangs haben wiirden. Darnach kann man die erste Glei- 
chung (1) dureh ein ausgezeichnetes Psendopolynom in %: 

(7) H^i,^,.-.,^;^,...,^) =0, 

ersetzen, und es geniigt, vorauszusetzen, daB H irreduktibel sei. 
Betrachtet man jetzt die Punktion 
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am Gebilde (7), so hat man eben den in 14 bebandelten Fall vor 
sieh. Insbesondere wird die Punktion 



29 . . ., u 9 ; x ly . . ., x q ] = y(uz, . 

k 

so beschaffen sein, daB 

(8) ip(u^ . . .,%; 0, . . .,0) 



nicht identisch verschwindet, da sonst die gemeinsamen Nullstellen 
der p Funktionen (2) sich nicht auf den Anfang, (u) = (0) , be- 
schranken wtirden. 

Daraus ergibt sich, daB die Nullstellen von ip(u,x) naeh 
eventueller Ausiibung einer geeigneten Transformation (3) die 
Wurzeln einer oder mehrerer ausgezeichneten irreduktiblen Pseudo- 
polynome in u 2 sind, deren Spitzen alle im Anfange liegen. 

Wiederholt hat man nun den friiheren SchluB, indem man die 
Funktion -F 3 (% ? u%, . . ., u^; x l9 . . ., x q } an jedem dieser letzteren 
Gebilde betrachtet, so liegt die Sache jedesmal genau so, me im 
soeben ausfiihrlich besprochenen Palle, und damit gelangt man 
schlieBlich zur Gleichung (4) und zu den p 1 weiteren darauf 
eindeutigen Funktionen u I} . . . y u y _ 1 . Hiermit ist denn der Be- 
weis geliefert. 

19. "fiber die Umkehrung eines Eunktionensystems. 
Wird eine Punkttransforrnation durch die Gleichungen 
(1) x t =f i (u l9 ...,u n ), <=!,...,, 

definiert, wobei f$ sich im Punkte (b l9 . . ., b n ) analjtisch verhalt 
und dort den Wert % annimmt, und wo auBerdem die Jacobische 
Determinante ' 



dort nicht versehwindet, so lassen sich die Gleichungen (1) nach 
den u auf 16 sen: 



wobei (pi sich im Punkte (a I) ... ) a n ) analytisch verhalt und dort 
den Wert 6 f annimmt; vgl. Kap. 1, 7. 
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Im iibrigen hat aneli die Jacobische Determinante 



im Punkte (%,..., & n ) einen von Null verschiedenen Wert, und 

zwar 1st allgemein 1 ) 

(3) JJ' = 1. 

Im gegenwartigen Paragraphen wollen wir zwei Falle behan- 
deln, wobei J im Punkte (&!, ...,&) verschwindet ; vgl. den 2. 
mid den 3. Satz. Wegen des identischen Verschwindens der Ja- 
cobischen Determinante vergleiche man 23. Vorab moge aber 
noch folgendes bemerkt werden. 

1. Satz. 2 ) Sei / (%,... ? u re ) 7 = !,...,, im Punkte (&!,...,&) 
analytiscli, und sei 

ft(b l9 . . ., &) = %. 

VerscJucindet dann die Jacobische Determinante 

J ==: ^ V 1 * ' ' ' > /^) 

~ 



im Punkte (b l9 . . ., & n ) , so fcann das GleicJmngssystem 

%i =/(% -. 9 w tt ), 
niemals eine eindeutige UwikeJwung mlassen, 



e - (% , . . . , a; n ) sicfe im Punkte (%,.., a w ) analytisch verhalt 
und dort den Wert 6 f annimmt. 

Ware der Satz falseh und bezeichnet man mit 'J' die Jacobi- 
sche Determinante der 93$ fur einen Fall, in welchem die ge- 
nannte eindeutige Umkehrung dock statt hat, so bestande hier die 
Eelation (3): 

J J' = 1 . 

Da aber im Punkte (u) = (5) nach Voraussetzung J = ist, wah- 
rend andererseits J' sich im Punkte (x) = (a) analytisch verhalt, 
so ist man hierra.it zu einem Widerspruch gefiihrt worden. 



1) Jacobi, Jowrn. fur Math., 22 (1841) S. 319. 

2) Clements, Bull. Amer. Math. Soc., 18 (1912), S. 452. 
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Der analoge Satz betreffend reelle stetige Funktionen reeller 
Variabelen hat nicht statt, wie das Beispiel zeigt: 

x = u z , y = v. 

Wir wenden uns jetzt zu einem zweiten Satze, dessen Beweis 
sich sofort aus dem Theorem von 18 ergibt. 

2. Satz. Sei /*(%, ...,%), = i, ...,, im Purikte (6 1? ...,& n ) 
analytisch und sei 

/,(&!, . . ,,6 W ) ==,. 



Zas Gleichungssystem 

(A) Xi=fi( 

= c^ gesetzt wird: 



simultane Losung 



^tt, so Za/? sicfe 5ie Umkelirung des Systems (A) nacJi eventueller 
Ausubung einer linearen Transformation der u ly ...,u n , wie folgt, 
darstellen. 

Die eine Eoordinate u n genugt einer irreduktiblen pseudo- 
algebraischen Gleichung mit der Spitze im Purikte (a l9 . . .,a n ): 

(B) H(u n , x l3 . . ., x n ) = < + A^- 1 + - - + -4^= 0. 

Die ubrigen Koordinaten u 1 ,...,u n _ l sind eindeutig und stetig 
am Gebilde (B), und verhalten sick analytisch in den reguldren 
Punkten desselben. Sie lassen sich mifhin an den gewohnlichen 
Stellen (sowie mogliclierweise noch an gewissen sonstigen reguldren 
Stellen) in der Form darstellen: 



wobei GJ ein Pseudopolynom mit gleicher Spitze ist und in solchen 
Punkten wn (B) versclvwindet, in denen zugleich aucli H f = ist. 

Der Satz wiirde sich dd'm Satze von 18 direkt subsumieren, 
indem man 

F t (u^ . . . , Up, x ly . . ., x q ) = ft(u l9 . . ., u n ) x i 

setzt, wenn die eine Behauptung nur nicht ware, daB es bloB ein 
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einziges Gebilde (B) gibt. Urn diesen Punkt zu erledigen, nehmen 

wir an, es gabe noch ein zweites irreduktibles Gebilde, wie jener 

Satz es verlangt: 

(4) ul + a^;;- 1 + |- a, = . 

gei (a;) = (a') ein Punkt, worin die Diskriminanten von (B) und 
(4) nieht verschwinden, und wofiir auch die Eesultante von (B) 
und (4) von verschieden ist. Sei ,...,<) ein Wertesystem 
(16! ,...,<!, welches dem Punkt } vermoge (B) entspricht, und 
ebenso ,...,<) ein dnrcil ( 4 ) definiertes Wertesystem. Dann 
gestatten die Gleichungen (A) eine ein-eindeutige analytische 
Losung sowohl in der Nahe des ersten als aucli in der Nahe des 
zweiten dieser Punkte. 

Nach dem 1. Satze verschwindet J in keinem dieser Punkte. 
Earner kann man die Punkte durch eine Kurve verbinden, 
welche keinen Punkt mit dem Gebilde J = gemein hat. Dieser 
Kurve entspricht aber auf dem Gebilde (B) in ein-eindeutiger Weise 
eine Kurve, welche vom Punkte (x) = (a 7 ) in einern bestimmten 
Blatte ausgeht und nach dem Punkte (x) = (a') in demselben 
bzw. in einem anderen Blatte wieder zurlickkehrt, ohne dabei 
andere als nur regulare Punkte des Gebildes zu treffen. 

Hiermit sind wir aber zu einem Widerspruch gefiihrt. Denn 
der Wert < ist eine Wurzel von (4), und im Punkte (x) = (a') 
sind ja die Wurzeln von (4) verschieden von den Wurzeln von (B). 
Damit ist der Beweis des Satzes erbracht. 

3. Satz. Sei /<(%, . . . 5 u n }, /=i,.. ,, im Punkte (b 1? ...,6 w ) 
analytisch, und sei 

/<(&!, ---^n) =%- 

Durch das Gleichungssystem 

(A) Xi=fi(Ui,---,U> n ), * = !,...,, 

wird eine lestimmte Umgebung T der Stelle (u) = (V) auf einen 
(ein- oder mehrUdUrigen) Bereich S des (x)-Eaumes abgeUldet. 
Sei (x ( ) eine in S enfhaltene Puriktmenge mit der einzigen 
Haufungsstelle (a), und sei (u (k} ) ihre Bildmenge in T. Damit 
letztere Menge stets die einzige Haufungsstelle (u) = (&) habe, ist 
notwendig und liinreicliend, da/3 das Gleichungssystem 

(4) ft(u>i,--;U n )=a i9 *=!,...,, 

nur die eine in T gelegene Losung (u) = (V) mlasse* 
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DaB die Bedingung ausreicht, ergibt sich sofort aus dem 
zweiten Satze. 

Die Bedingung ist aber auch notwendig. Wizrden naxnlich 
die Gleichungen (4) in jeder Umgebnng der Stelle (u) = (b) eine 
von (5) verschiedene Losung zulassen, so miiBte es nach dem 
WeierstraBschen Satze, 17, ein ganzes Gebilde g von Stellen 
(u) geben, welches an (6) hinanreicht und Losungen von (4) 
liefert. Sei (c) 4= (&) eine Stelle von g, welche in T liegt, und 
sei (u (k ^) eine in T gelegene Punktmenge, welche (c) zur einzigen 
Haufungsstelle hat nnd mit keinem Gebilde g einen gemein- 
samen Pnnkt aufweist. Dann haufen sich die Bildpunkte (x (k) ) 
an der Stelle (x) = (a), was nun gegen die Voraussetzung 
verstoBt. 

Wegen einer Eeihe von Satzen beziiglich der Auflosung des 
Gleichungssystems (1), 18, bzw. der Umkehrung des vorstehen- 
den Gleichungssystems (1) im Palle die Jacobische Determinante 
verschwindet, ohne identisch zu verschwinden, vergleiche man 
Arbeiten von Bliss, Clements, Dederick, MacMillan und 
Urner. 1 ) 

20. Portsetzung. Eine gewolmlicke Nullstelle der Jacobisolieii 

D et erminante. 

Sei 
(1) < =/<(%> ...,^n), <=!,...,, 

wo fa sich im Punkte (u) = (6) analytisch verhalt und dort den 
Wert a t annimmt, und wo auBerdem die Jacobische Determinante 

J= 



dort verschwindet, ohne jedoch identisch zu verschwinden. Setzt 
man 

J = Jji ... J^, 

wo J i (%,..., u n ] im Punkte (b) irreduktibel ist, so soil die durch 
(1) definierte Abbildung in der Nahe einer gewohnlichen Null- 
stelle (u) eines J k , in welcher kein anderes J z verschwindet, des 
naheren untersueht werden. 

Unter einer gewohnlichen Nullstelle von g = J k verstehen wir 
eine solche, in welcher mindestens eine der Ableitungen erster 



1) Die genauen Zitate finden sich im Madison Colloquium, S. 196 198. 
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Ordnnng nicht verschwindet. "Wir iiben jetzt die Transformation 



ans: 



wobei die C M nur so gewahlt werden, daC 

: Q. 



.. .,%) ,(J 

Wegen der bekannten Eelat-ionen 



... 

s M, .V . , 'J 



hat die Jacobische Determinant e J' der transformierten Pank- 

tionen 

(3) x i =F i (u f l ,...,u f n ) :> /=!,...,, 

T'=- i^Lill^L!I 

' 



den Wert 

J'*=u'SQ(u'i, . . ., u n ), 

wo A = Ak gesetzt ist und Q sich im Anfange analytisch verhalt 
und dort nicht verschwindet^ 



,..., 0)4-0. 

Wir fragen jetzt nach dem Abbild im (o?)-Eaume von der 
(2n 2)-fach ansgedehnten Mannigfaltigkeit 

(4) J'=0, d. h. i=0. 
Dasselbe wird durch das Gleichnngssystem dargestellt: 

(5) a< =^(0,^,.. .,<)> = i, .,*. 

Hier sind offenbar zwei Falle zu untersoheiden, welche sich auf 
den Bang der Matrix 



(6) 



cF, 



beziehen, wenn darin u\ = gesetzt wird. 
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Fall I. Es gibt mindestens eine (n l)-reihige Determinante 
aus der Matrix, welche nicht identisch versehwindet, wenn u[ = 
gesetzt wird. 

Fall II. Jede (n l)-reihige Determinante aus der Matrix 
verschwindet identisch, wenn u[ = gesetzt wird. 1 ) 

Wir wenden mis zuerst der Behandlnng von Pall I zu. Hier 
ist es immer noeh denkbar, daB samtliche (n l)-reihige Deter- 
minant en aus der Matrix im Anfange (u r ) = (0) verschwinden, Bei 
nicht- spezialisierter Wahl von (u) trifft dies indessen nicht zu, 
wie wir nachtraglich noch beweisen werden. 

Setzen wir also voraus, daB etwa 



im Anfange nicht verschwinde, da jeder andere Fall durch Ver- 
tauschung der F l9 ... 9 F n auf diesen zuriickgeftihrt werden 
kann, Alsdann lassen sich die letzten n 1 Gleichungen (5) nach 
den u'%, . . ., u' n eindeutig und analytisch auflosen. Tragt man 
diese Werte in der ersten Gleichung (5) ein, und setzt man dabei 



so wird das Gebilde (5) in der Form dargestellt: 
(7) % =H(x 2 ,...,x n ), 

wo If sich im Punkte (x\, . . . , x n ) analytisch verhalt und dort 
den Wert x\ annimmt. 

Wir fiihren jetzt eine mcht-singulare Transformation unter 
den x t aus, indem wir 

X^ == X^ Z \X% 9 * . y X n j -> 

( 8 ) 

X k = X k XI, A = 2,...,w, 

setzen. Die Jacobische Determinante dieser Transformation hat 
den Wert 1, 



1) Pur Fall I ist das Beispiel 



bezeicknend. Zur Beleuchtung von Fall II diene das Beispiel 

x = uv 9 y = u, 
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Die (V) hangen von den (u'}, wie foigt, ab: 



(9) 



wobei ct> (&J , . . . , w'J sich im Anf ange analy tisch verhalt und 
nicht identisch verschwindet, sonst rniiBte ja J' identisch ver- 
sehwinden. Im iibrigen soil co clort nicht (lurch u\ teilbar sein. 
Wir wollen zeigen, da6 



In der Tat ist 



\ > m i r . t d o> ~] 
L = u( m - l \ mco + u. x-r L 
\ l L 3 cmJJ' 



Hieraus ergibt sich, daB 



wo 8[= 2I(wi, .. ., w^) sich im Anfange analytisch verhalt. Nun 
ist aber 



also : 

J" = J 7 . 
Mithin muB 



Die rechte Seite dieser Identitat ist genau A-mal durch ^ 
teilbar. Der durch die eckige Klammer ausgedriickte Faktor 
links ist nicht durch u\ teilbar. Darum rauB 

7^ 1=^, mjco + u'^^Q 
sein. Da D(Q, . . ., 0) =j=0 ist, so ergibt sich, daB 

o>(0, ...,0) + 

ist, was zu beweisen war. 
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Es bleibt nur noch iibrig, die nicht-singulare Transformation 



auszuiiben. Hiermit erhalten wir nunmehr die endgiiltige Trans- 
formation : 

x ! = ' 
(11) 



wo 



und 21 sich im Anfange analytisch verhalt. 

Durch Einfiihrang einer weiteren Transformation laBt sich 
das Ergebnis am deutlicnsten erkennen. Sei 



Dann ist 



und die Transformation erweist sich somit als nicht-singular. 
Jetzt nimmt (11) die Form an: 



Fassen wir das Eesnltat in einen Satz zusammen, so konnen 
wir sagen 1 ): 

1. Satz. Im Falle I lafit sich die vorgelegte Transformation 
T, d. h. die in der Nahe der Stelle (u] letrachteie Trans-formation 
(1), wie folgt, in Faktoren zerlegen. 

a) Sei T! das Produkt der drei nicht-singularen Transforma- 
tionen (2), (10) und (12), 



4=0- 
..,^)]( W o ) ^ 

6) Sei T 2 ^ singuldre Transformation (13); 



1) Doch vorlaufig noch unter der am Eingange des Beweises vermerkten 
Binschrankiing. 

s g o o d , Fuaktionentlieorie. II, 1. 2. Aufl. 10 



146 I? 2. Implizite Funktionen. Teilbarkeit 

c) Sei T 3 die nicht-singulare Transformation (8). Dann ist 

T = T~*T s Ti. 

Jetzt werfen wir die Frage auf: Wie erkennt man an den ur- 
spriingliehen Funktionen /*(%, . . ., u n ) , ob Pall I oder Fall II vor- 
liegt? Zur Beantwortung dieser Frage dienen die n die Eeihe in 
den Ableitungen von Q! entbaltenden w-reihigen Determinanten aus 
der Matrix 



(14) 



_ 

3u n 



cu n 



1/JL 



Durch die Transformation (2) geht jede dieser Determinan- 
ten, bis auf einen nicht verschwindenden Paktor, in die entspre- 
chende Determinante aus der Matrix 



33' 



(15) 



iiber, wobei $' die transformierte Punktion aus Q bedeutet, also 



Nun erkennt man sofort, daB es im Fall I stets eine n-reihige 
Determinante aus (15) gibt, welche nicht identisch verschwindet, 
wenn u[ = gesetzt wircl, und also nicht durch u' im Anfange 
teilbar ist. DemgernaB laBt sich die entsprechende Determinante 
aus (14) zunachst im Punkte (u), mithin aber auch im Punkte 
(??), nicht durch teilen. 

Diese Bedingung laBt sich oflenbar umkehren, und wir haben 
somit das Ergebnis. 

2. Satz. Damit Fall I vorliege, ist notwendig und Jiinreichend, 
da/3 mindestens eine der n-reihigen Determinanten aus der Matrix 
(14) im Punkte (b) nicht durch g teilbar sei. 
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Wir sind nunmehr in der Lage, den in Aussicht gestellten 
Nachweis zu liefern, daB namlich im Palle I, bei nicht-spezialisier- 
ter Wahl der Stelle (U Q ), mindestens eine (n l)-reihige Determi- 
nante aus der Matrix (6) im Punkte (u f ) = (0) nieht verschwin- 
det. Ist etwa 

! as as as 



A = 



a/. 



im Punkte (b) des Gebildes = nicht durch $ teilbar, so kann 
A doch denkbarerweise dort verschwinden. Dann bilden aber 
die in der Nahe von (&) belegenen gemeinsamen Nullstellen Ton 
$ und A nur eine (2n 4)-fach ausgedehnte Mannigf altigkeit , 
und hiermit sind wir zum folgenden Satze gefiihrt. 

8. Satz. Als brauchbare Stelle (w) im Fall I gilt jede gewohn- 
liche Stelle des Gebildes $3 = 0, in ivelcher kein weiterer Faktor J 7c 
von J verschwindet und in welcher aufierdem mindestens eine 
n-reihige Determinante aus der Matrix (14) von null versohieden ist. 
Hiermit bilden die Ausnahmepunkte des Gebildes ^ = Mchstens 
eine (2n 4)-/acfe ausgedehnte Mannigfaltigkeit. 

Der Vollstandigkeit halber fiigen wir noch hinzu: 

4. Satz. Damit Fall II eintrete, ist notwendig und hinreichend, 
dap alle n-reihigen Determinanten aus der Matrix (14) in jedem 
Punkte der Mannigf altigkeit Q = verschwinden, und darum auch, 
in (b) durch $ teilbar seien. 

Beispiel. Sei 

x = u, y = v } z = uw 2 . 
Dann ist 

J = 



Die Punkte der Mannigf altigkeit J == 0, wofiir 

3 =w =0, 16 + 
ist, subsnmieren sich unter Pall I; diejenigen, wofiir 



ist, gehoren zu Pall II. 

10* 



148 I? 2. ImpHzite Funktionen. Teilbarkeit 

Die Zusammensetzung der Transformation (1) im Falle II 
ist neuerdings von Koopman 1 ) des naheren untersucht worden, 
der zu folgendem Eesultate gefiihrt ist. 

5. Satz. Im Falle II lafit sich die Transformation (1) in der 
Umgebung einer nicJit-spezialisierten Stelle der Jacobischen Fldche 
J = durcfi Ausubung einer geeigneten nicht - singular en Trans- 
formation water den Xi,...,x n einerseits, sowie einer ahnlichen 
Transformation unter den u ly ...,u n andererseits auf die Normal- 
form bringen, wo die co iq im Punkte (0) analytisch sind: 



u n 



i = 2, .. .,n r; j = n r + 1, . . ., n; 

^r <n 2; ^ l n _ r ^ ^ 1 3 ^ A 2 . 

Durch die erste und die r letzten dieser Gleichungen erhalt 
man zunachst 



Tragt man diese Werte in der letzten der iibergebliebenen n r 1 
Gleicirangen ein, so entsteht hierdurch eine lineare Gleichung zur 
Bestirninung von u n _ r . Aus der zweitletzten Gleichnng wird dann 
u n ^ rml in ahnlicher Weise berecknet; usw. 

Wahrend irn Pall I die (2n~~2)-fach ausgedelinte Mannigfal- 
tigkeit 3=0 auf eine derselben Dimensionality im (^)-Eaume 
abgebildet wird, tritt dies im Palle II nie ein; vgL 23. 

Die Determinants A tritt wohl zum ersten Male bei Dede- 
rick 2 ) auf. Im wesentliehen behandelte er Fall I, wenn J" im 
Pnnkte (J) irreduktibel ist. Clements 3 ) kniipfte an das Dederick- 
sche Eesultat an und behandelte im wesentliehen Fall II, "wenn 
J = ^ ; " ist. Doch batten beide Mathematiker den Begriff der Zer- 
legung von J in Faktoren nicht, und die Beziehung der von ihnen 
behandelten Falle zum allgemeinen Falle J(Z>)=0, 
wurde nicht aufgedeckt. 



1) Bull. Am&r. Math. Soc. (2) 34 (1928) p. 565. 

2) Trans. Amer, Math. Soc. 14 (1913) S. 143. 

3) BulL Amer. Math. Soc. 18 (1912) S. 454. 
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Aus den Untersuehungen dieses Paragraphen geht auch der 
folgende Satz von Clements 1 ) hervor. 

6. Satz. Die Gleichungen (1) konnen niemals eine ein-eindeu- 
tige Bezielmng zwisclien den Punkten der Umgebung der Stelle 
(u) = (&) und denjenigen der Umgebung der Stelle (x) = (a) d-efinie- 
ren, wenn J(& 1> . . ., b n ] verschwindeL 

21. tiber die Parameterdarstelltuig im Kleinen. 

Wird eine implizite Funktion eines Arguments durch die 
Gleichung 

G(x,ij}=0 

definiert, wobei G im Anfange irreduktibel 1st, so laBt sich be- 
kanntlich das entsprechende Gebilde in der Nahe des Anfangs 
durch ein Gleichungspaar 



parametrisch darstellen, wobei / nnd cp beide im Punkte t ~ 
analytisch sind und dort verschwinden. Des weiteren entspricht 
nicht nur jedera Werte von t ein Punkt (x, y) des Gebildes, son- 
dern aueh umgekehrt fiihrt jeder Punkt des Gebildes zu einem 
einzigen Werte von t, beidemal vorausgesetzt, daB man sich auf 
eine geeignete Nachbarschaft des Anfangs beschrankt. 2 ) 

Der entsprechende Satz wiirde im allgemeinen 3?alle, wie folgt, 
lauten. Vorgelegt sei das Gleichungssystem 

(i) e < (%,...,^)=o, /-I,...,*, 

wobei (?i(^i, -..,) eine im Anfange irreduktible Funktion ist. 
In jeder Umgebung des Anfangs moge es noch einen zweiten 
Punkt geben, welcher eine simultane Losung des Systems (1) He- 
fert. Nach dem zweiten WeierstraBschen Satze, 17, wird dann 
ein oder mehrere durch den Anfang gehende Gebilde g definiert, 
Und nun muBten die Koordinaten der in der Nahe des Anfangs 



1) a. a. O., S. 453. 

2) Damit soil nicht gesagt sein, daB es nicht noch einen anderen Zweig 
des durch die Gleichnng (1) definierten monogenen analytischen Gebildes gibt, 
der durch die Umgebung des Anfangs Mndurchgeht. Es kann deren sogar 
unendlich viele geben, wie z. B. bei der Funktion y = x arc sin x im Punkte 
x = 0. Wir haben es aber hier nur mit dem einen zu tun, dessen Punkte der 
Gleichung G = entsprechen. 
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gelegenen Punkte eines jeden dieser Gebilde parametrisch darstell- 
bar sein. indem man 



setzt, wobei 9^1, . . O sich im Anfang analytisch verhalt und 
dort verschwiadet, und zwar geschleht dies so, dafi zwischen den 
betreffenden Punkten ( l5 ..., n ) des Gebildes g, bei gehoriger 
Zahlung ihrer Multiplizitat , and den Punkten (t l9 ...,t m ) der 
Umgebung des Anfangs eine ein-eindeutige Beziehung stattfindet. 

Dieser Satz 1st stets wahr; sofern m = 1 ist. In den hoheren 
Fallen, m > 1, brancht er jedock nicht zu gelten, nnd zwar schon 
aus dem Grande, weil der Eaum der (f): 



offenbar ein linear einfach zusammenhangender ist, wahrend der 
Eaum der den Gleichungen (1) genugenden, an die Eelation 



gekniipften Punkte selbst dann mehrfach zusammenhangen kann, 
wenn man sich auf eine nocfa so Heine Nachbarschaft des Anfangs 
beschrankt, wie das nachstehende Beispiel zeigt. 

Beispiel. Sei 
(2) G(x, y, ) - /**- 4s + g t xy* + grf = 0, 



Die endlichen Punkte dieses Gebildes lassen sich, wie folgt, 
parametrisch darstellen. Ist zunachst y=^0 y so setze man 

(3) 3 = ep(r), y=^Q, u = Qf'(-u), 

wobei o nnr den Wert meiden soli, wahrend r in einem geeig- 
neten Periodenparallelogramm T exklusive des Anfangs liegt. 

Hieraus kann man noeh eine Darstellung gewinnen, wobei 
die Ausnahmestellung der Punkte y = in Wegfall konimt, indem 
man Q durch a vermoge der Transformation 

(4) Q = ar* 
ersetzt. So kommt: 



(5) 



u ^ 
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Die in Kiamraern stehenden Funktionen weisen im Punkte r = 
eine hebbare Singularitat auf, welehe noch durch die gehorige Er- 
ganzung der Definitionen dieser Funktionen in jeneni Punkte ge- 
hoben werde. 

Besehrankt man nun den Punkt (OT,T) auf den Bereich (S, T), 
wobei 8 die ganze endliche cr-Ebene bedeutet, so liefern die For- 
meln (5) lauter endliche Punkte des Gebildes (2). 

Umgekehrt gewinnt man so jeden solchen Punkt (x,y,u), 
und zwar jeden nur einmal, mit der einzigen Ausnahme des An- 
fangs (x, y, u) = (0, 0, 0) , welch em ja die ganze Mannigfaltig- 
keit (0,r) zugeordnet wird, wobei T beliebig in T liegt. Mit ande- 
ren Worten herrscht eine ein-eindeutige Beziehung zwischen den 
endlichen Punkten von (2) und den Punkten des Zylinderbereiches 
(S, T), bis auf die genannte Ausnahme (ein - eindeutige Bezie- 
hung mit einem Pundamentalpunkt und -linie). 

Wir konnen aber nun weitergehen und behaupten: 1st 
(x , y , U Q ) =(= (0,0, 0) eine beliebige endliche Stelle von (2), so 
lassen sich stets zwei der drei Koordinaten x } y t u so wahlen, 
daB, in der Nahe dieser Stelle, umgekehrt a, r analytiseh von 
diesen beiden Variabelen abhangen. 1st namlich y 4= , so ziehen 
wir die Gleichungen (3) heran: 

Q = y> pW=y, bzw. p'(r)=-~- 

Die erste der beiden letzten Gleichungen laJBt sich nach r auflosen, 
sofern nicht gerade 

U Q = , also p' (T O ) = , 

ist. Sollte indessen dieser Fall eintreten, so zieht man die letzte 
der beiden genannten Gleichungen zu Bate. Dann ist sicherlich 
P"(T O ) 4=0, denn 



und dieser Ausdruck kann wegen der Relation 

01 -270! 4=0 
nicht zugleich mit 



verschwinden. Endlich wird a vermoge (4) bestimmt, da T hier 
nicht verschwindet. 
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1st andererseits y Q = Q, so ist ^o^ * ^o + Q- Wegen der 
dritten Gleiclmng (5) mufi a 4- sein, und wegen der zweiten jener 
Gleichungen mufi somit T O = genommen werden. Wir bilden 
jetzt die Gleiehung 



Diese lafit sich nach r auflosen, und zwar so, daB r analytisch 
von (x,u) in der Nahe der Stelle (x Q ,u ) abhangt, da namlich 
jede der eckigen Klammern im Pimkte r = einen von ver- 
schledenen Wert hat. Endlich erhalt man a aus der Gleichung 



cr = 



Was die Eandpunkte (GT,T) des Bereiches (S, T) anbetrifft, 
so machen wir eine ahnliche Verabredung wie im Bd. I, Kap. 10, 
6. Ist etwa (a 07 T ), a 4= ? ein soldier, woflir T O =Ja> + i^co', 
1 < < 1 ist, und ist (ar , t/ OJ %) der entspreehende Punkt 
von (2), so liefert die voile Umgebung von (or ,r ) die Umgebung 
der Stelle (rc , j/ 05 w o) Y0n ( 2 )* Dabei ^8* ein Teil der ^ugehorigen 
Punkte (<7 5 r) aufierhalb (S, T). Diesen entsprechen aber Punkte 
(cr 7 , r') dieses Bereiches^ indem man 

r' = T co , 



setzt. 

Bemerkt sei nodi, daJ3 aus der vorstehenden Parameterdar- 
stellung die Irreduktibilitat der Punktion G(x,y 9 u) im Anfange 
direkt zu erschlieBen ist. 

Jetzt haben wir alle BGIfsmittel gewonnen, um das in Aussicht 
genommene Besultat zu erhalten. Sei also 

B: \z\<ff* \y\<9> \u\<g, 0<^, 

eine beliebig kleine Umgebung des Anfangs (x, y, u) = (0, 0, 0). 
Innerhalb R werde eine einfache regulare nicht durch den Anfang 
gehende geschlossene Kurve C auf der dem Gebilde (2) ent- 
sprechenden (vierdiniensionalen) Eiemannschen Mannigfaltigkeit g^ 
wie folgt, gezogen: t moge eine Seite des Periodenparallelo- 
gramms durohlaufen, wahrend a zugleich einen kleinen Kreis 
I a I == s beschreibt. 
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Wir lassen nun diese Kurve C sich stetig andern, ohne jemals 
durch den Anfang zu gehen. Ich behaupte: selbst dann, wenn C 
nicht auf die Umgebung des Anfangs "beschrarikt wird, sondern sicJi 
frei im Endlichen bewegt, doch so, daf> C nie durch den Anfang gelit, 
kann C niemals stetig auf einen Purikt zusammengezogen werden. 

In der Tat entspricht der Knrve C nach dem Vorausgesehick- 
ten in ein-eindeutiger und stetiger Weise eine Kurve F des Berei- 
ches (S, T). Andert sich C stetig, so andert sich auch F stetig; 
denn die vier-dimensionale Umgebung eines beliebigen Punktes 
von C wird ein-eindeutig und stetig auf eine entsprechende vier- 
dimensionale Nachbarschaft des Bildpunktes von F bezogen. 
Daraus folgt aber noch, daB C sich in einem vier-dimensionalen 
Eohrchen einbetten lafit, dessen Punkte ein-eindeutig und stetig 
auf die Punkte eines zweiten die Kurve P umfassenden Eohrchens 
bezogen werden. 

Es geniigt schon 7 wenn wir solche Kurven C in Betracht zie- 
hen, welche zu Kurven F fiihren, denen regulare Kurven der a- 
und der r-Ebene entsprechen. Dann wird aber die Kurve der 
r-Ebene stets aus einer Breitenkurve der dem Periodenparallelo- 
gramm entsprechenden Eingflache durch stetige Verzerrungen her- 
vorgehen, und daraus folgt dann, daB sie niernals stetig auf einen 
Punkt zusammensehrumpfen kann. 

Wenn also ein stetiges Zusaramenziehen von C auf einen 
Punkt schon im GroBen nicht moglich ist, geht das im Kleinen 
erst recht nicht an. 

Angesichts des voraufgehenden Beispiels wird Mar, daB der 
Satz im Palle n > 2 doch nur in beschrankterer Formulierung gel- 
ten kann. Fur den Fall n = 3 ist der Beweis von Black 1 ) 
durchgefiihrt worden. Seine Eesultate lauten, wie folgt. 

Satz. Sei G(x 7 y,z) im Punkte (a,l>,c) irreduktibel und sei 
T: \x a\<Ji, y ~b\<~h, \zc\<h, 

eine geeignete Umgebung des Punktes (a,"b,c}. Dann lafit sich das 
Gebilde 



im Bereiche T durch eine endliche AnzaJil parametriscJier Formeln 
1) Proceedings Amer. Acad. Arts and Sei. 37 (1901) S. 287. 



154 I>2. Implizite Pnnktionen. Teilbarkeit 

folgender Art darstellen: 

3 = / $ (w,fl), y = <pq(u,v), 2=y c (^,fl), $ = !.>'> 
wo f , (p , ip sick in einem Bereiche 

27: M<y> M<y 

analytiscii verhalten. Jedem Punkte (x , y ,z Q ) 4= (a, &> c) von T 

entspricht mindestens ein Wert Q O , wofur die Gleichungen 

*o = / 9o fa, 0), J/o = 0>^> o) > ^o = ^>> <0 

eiwe TFwr^eZ in Z 1 zulassen, und zwar lassen diese Gleichungen dann 
niemals eine zweite Wurzel in Z zu. 

Dem Punkte (a } b } c) entspricht stets ein Purikt in Z filr jeden 
Wert von Q. Es kann vorkommen, daft die Funktionen / , <p^, ip Q 
so gewahlt werden kovmen, da/3 sicli nur ein Purikt ergibt. Im allge- 
meinen trifft dies indessen nicht zu, es gibt vielmehr fur jeden Wert 
von Q eine zweifach ausgedehnte Mannigfaltigkeit von Stellen in Z, 
welcJie den Punkt (a,b,c) liefern. 

Ans dem Blackschen Satze kann man eine gewisse Einsieht 
in die Palle n > 3 gewinnen, indem man den besonderen Fall 
<?(%, ..., ^ n ) =G(ZI, z^i 83) betrachtet. So erkennt man denn ; so- 
fern eine Verallgemeinerung des Satzes wirklich stattfindet 1 ), daB 
dem Punkte (a l9 *..,a n ) im allgemeinen nicht nur ein Punkt in 
jedem Bereich Z entsprechen wird, sondern daB die Punkte einer 
(2n 4)-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit diesem zugeordnet 
werden. Des weiteren wird der Punkt (a) auch nicht niehr der ein- 
zigste in T sein, dem die Punkte solcher Mannigfaltigkeiten ent- 
sprechen, vielmehr wird es deren eine (2n6)-fach ausgedehnte 
Mannigfaltigkeit in T geben. 

22. Fortsetziing. Bin Beispiel. 

Im vorhergehenden Paragraphen haben wir gezeigt, daB ein 
durch eine Gleichung 
(1) G(x,y,$=0 

definiertes Gebilde, wo G im Anfang irreduktibel ist, nicht stets 



1) WeierstraB gab an, daB eine Verallgemeinerung gelte, ohne jedoch 
naher zu praaisieren, worin dieselbe besteht; WerJce 3, S. 103 104. Die 
Kobbsche Behandlung der Sache ist vollig ungeniigend; Journ. de math. (4) 
8 (1892) S. 385. 
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durch eine Parameterdarstellung 

(2) x=f(u,v], y=<p(u,v), js = y(w,fl), 

wo f,<p,y) sich im Anfang analytisch verhalten und dort ver- 
schwinden, in der Nahe des Anfangs uniforroisiert werden kann. 

Wir wollen jetzt das Umgekehrte dartun, indem wir durch 
folgendes Beispiel feststellen, daB ein durch die Gleichungen (2) 
definiertes Gebilde nicht notwendig einer Eelation von der Form 
(1) geniigt. 

In der Tat sei 1 ) 

(A) x = u, y=uv, z=uve v , 

und sei G(x,y,z) eine im Anfang analytische Funktion, welche wir 
nun in eine Eeihe homogener Polynome entwickeln wollen: 

G(x,y,z) = GO + <?! + <?* + 

Setzen wir 



G n =A x n + ( 

und tragen wir hier die Werte von x,y,z aus (A) ein, so kommt: 

(3) u{Ao 



Soil nun G(x,y,z) durch die Funktionen (A) identisch zum 
Verschwinden gebracht werden, so muB die Entwicklung von G 
nach aufsteigenden Potenzen von u gliedweise verschwinden. Dem- 
nach muB die in (3) stehende geschweifte Klammer identisch ver- 
schwinden. 

Hieraus folgt aber zunachst, daB A Q und die aus den runden 
Klammern bestehenden Koeffizienten der Potenzen von v einzeha 
verschwinden. Denn, sei v =v l ein beliebiger Wert von v. Dann 
verschwindet die geschweifte Klammer insbesondere ftir die 
Werte 2 ) 

(4) V = V-L + %k7li , A=sO, !,...,. 

Das gibt aber n + 1 lineare homogene Gleichungen in A Q und den 



1) Osgood, Transactions Am&r. Math. Soc. 17 (1916) S. 2. 

2) Es konnte befremden, daB wir Werte von v beniitzen, welche niclit in 
der Nahe des Anfangs liegen. Da aber jede geschweifte Klammer eine 
ganze Funktion von v ist, welche identisch verschwindet, so ist dies offenbar 
erlaubt. 
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n runden- Klainmern, nnd zwar best eh t die Determinante der- 
selben aus dem Produkt der Differenzen der Zahlen (4). 

Daraus erkennt man endlieli, daB ancb die einzelnen Koeffi- 
zienten verschwinden miissen, Denn ein Ausdruck von der Form 

+ Be* + Ce 2v H ---- (m + 1 Glieder) 

geht duroh die Transformation 

$ = e* 
in ein Polynom iiber. 

Will man das Beispiel auf mehr als drei Variabele x,y,z aus- 
dehnen, so kann man das vorstehende Beispiel als solches betrach- 
ten, indem man die weiteren Koordinaten direkt gleich den beziig- 
lichen Parametern setzt. 

23. Vom identischeii Verschwinden der Jacobisclien 
Determinante. 

1. Satz. Seif i (u l9 ...,u n iyi,... 9 y n )=f i (u,y) 9 /!,...,, m, 
Punlcte (b i ,...,b n ',l3 I ,...,p m )=(1) 9 p) analytisch, und sei 



VerscJiwindet dann die JacobiscJie Determinante 



identisch in alien n + m Argumenten, so gibt es einen in einer be- 
liebig vorgescJiriebenen Umgebung des Punktes (a lf . . ,, a n ; @ 19 . . ., J3 m ) 
= (a, $} belegenen Punkt (a[, . . ., <; ft, . . ., ^ = (a', ft') und 
eine im Punkt (a',p r ) analytiscJie, und zwar dart irreduktible Funk- 
tion Q(x^... 9 x n ' s y l9 ... 9 y m ) der art, dap, wenn man in letztere 

(1) Xi = /,-(%, -, u n ; y l9 . . ., y m )> /i,..., , 

eintragt, die Function Q dadurch identisch mm Verschwinden ge- 
braclit wird. 

Insbesondere durfen die Variabelen y I , . . . , y m samtlich fehlen. 

Der vorstehende Satz ist bloB ein besonderer Fall des folgen- 
den Satzes, dessen Beweis denn auch den Beweis jenes Satzes mit 
einbegreift. 
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2. Satz. Der verallgemeinerte Satz. Sei /*(%, . . ., u n ; 
y l9 ...,y m ), * = i,...,p, im PunUe (\, . . ., b n ; 19 . . .,p m ) = (&,j8) 
analytiscli, und sei 



VerscJiwindet dann jede Determinante (Q + l)-ter Ordnung aus der 
Matrix 



^o (0^0 ^nc? kleiner als die Heinere der leiden Zahlen n , p ist, 
identisch, so gibt es einen in einer beliebig wrgeschriebenen Umgebung 
des Puriktes (a 1? . . ., a p ; {} 19 . . ., /? m ) = (a, /?) gelegenen Punkt 
(a' 9 ft') , wolei 



ferner gibt es, bei passender Wahl der Indices der Furiktio- 
nen f iy p Q im Punkte (a(, . . ., a' , p\, . . ., /S^) analytische 
Funktionen co k derart, da/3 die Gleichungen 

(3) % 
durch die Substitution 

(4) x i = 
identisch erfullt werden: 

(5) /* 



i nun die Argumente aus den Variabelen %,..., w n ; y 1? . . ., y m 
bestehen und in der Umgebung des PunMes (b r , {}') gelegen sind* 

Insbesondere darf jede Stelle (u,y) als Punkt (b',/3 f ) genommen 
werden , an welcher eine Determinante Q-ter Ordnung aus der Matrix 
(2) mcfet verschwindet. 

Im Palle ^ = ist der Satz evident, da Mer keine Funk- 
tion /^ von den (u) abhangt und co fe keine Argumente (x) 
enthalt , sondern nur von den (y) abhangt , also einf acb = / fc , 
fc == 1 , . . . , p , gesetzt werden soil. Sollten auch die (y) f eblen, 
so wiirden sich die Gleichungen (3) auf das System x k = c k re- 
duzieren, wo c k eine Konstante bedeutet. 
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Sei also Q > . Unbeschadet der AHgemeinheit kormen wir 
annehmen, dafi die Determinante 

T j 

J ' == - "TT/ 



nicht identisch verschwindet. Denn erst ens gilt der Satz offenbar 
fiir Q, wenn er schon fur o r < Q gilt; und zweitens ist es ja nur 
eine Frage der Bezeichnung, ob gerade diese oder eine andere De- 
terminante g-ter Ordnung nicht identisch verschwindet. 

Sei nun (&J ,..., Z ;#,..., ft'J = $', /?') ein Punkt der 
Umgebung von (&,/?), in welchem J nicht verschwindet, und wo- 
fiir auBerdern der Punkt (a r , ft') in der genannten Nachbarsehaft 
von (a, |8) Kegt. 

Alsdann lassen sich die ersten Q der Gleichungen (4), 
i, = 1, . . ., g, in der Nahe des Punktes (b' t /3') nach u l9 . . .,u ( j 
analytisch auflosen: 

% = <pt(x I9 . . ., x g ; u^ +l> . . ,,u n ; y l9 . . ., y m ), <-!,...,(.. 

Tragt man diese Funktionen in den letzten p Q der Glei- 
chungen (4) an Stelle von % em, so kommt: 



Und nun behaupte ich: die Funktion <w fc hangt nicht f von 
w z? z=^-j-i, ...,, ab. 

In der Tat wird die Ableitung * durch die Gleichungen 
bestimmt : 

da>k = % MI , ____ , A_ ^ , % 

5w z 5% ^w z 9w ? ^wj GUI 

= ^-^-1 _____ ; g /3' 8Ug djj 

dUi dui * duq dui dui' 

wobei "k mter den Zahlen Q + 1, . . ., n beliebig gewahlt und dann 
festgehalten wird, wahrend j sukzessiv die Werte 1,...,^ durch- 
lauft. Nach der Theorie der linearen Abhangigkeit 1 ) laBt sich die 



1) B6cher, Algebra, Kap. 3. Insbesondere beruht unser Beweis bloB 
auf den allgemeinen Bntwicldungen bei Bocher, Nrn. 13, 14. Will man noch 
den 1. Satz von Nr. 16 dort voraussetzen, so ergibt sich unser Besultat daraus 
ohne weiteres. 
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rechte Seite der ersten dieser Gleichungen linear durch die rech- 
ten Seiten der iibrigen Q Gleichungen ausdriicken, und da nun 
die' Q + l Gleiclmngen bekanntlich eine simultane Losung zulassen, 
so muB eben 



sein. 

Die beiden soeben bewiesenen Satze riihren von Jacob! 1 ) 
her. Im Jahre 1841 war die Notwendigkeit von Existenzbeweisen 
den Mathematikern in weiteren Kreisen noch nicht zum BewuBt- 
sein gekommen 2 ), und so kann denn Jacobi kein groJBer Vorwurf 
daraus gemacht werden, daB er nach dieser Seite bin keine hohe- 
ren Anforderungen der Strenge erkannte als die groBe Mehrzahl 
seiner Zeitgenossen. Immerhin ist das von Jaeobi zugrunde ge- 
legte Prinzip, daB durch eine Gleichung niernals mehr als eine 
Variabele durch die iibrigen bestimmt werden kann, nicht unan- 
fechtbar, wenn man wie Jacobi nichts iiber die Natur der Glei- 
chungen festsetzt, da etwa die eine Gleichung 

I *i I + I *a I + + I * 1 = 
oder auch im Bereiche reeller Veranderlichen 

*\ + % + ' + ^ = 

zugleich alle n Variabelen %,..., z n bestimmt. 

Auf Grund der Entwicklungen des gegenwartigen Kapitels 
und dies ist hauptsachlich das Verdienst von Cauchy und W ei er- 
st raB sind diese Liicken nunmehr ausgefiillt. 

Andererseits ist es Jacobi hoch anzurechnen, daB er die Prin- 
zipien der Transformation der unabhangigen Variabelen bei der 
partiellen Differentiation klar erkannt und mit Deutlichkeit aus- 
einandergesetzt hat. 3 ) 



1) Jacobi, De Determinantibus functionalibus, Journ. fur Math., 
Bd. 22 (1841), S. 319, deutsch herausgegeben von P. Stackel, Ostwalds 
Klassi'k&r der exdkten Wissenschaften, Nr. 78. Der 2. Satz des Textes findet 
sich daselbst in Nr. 15. 

2) Einer der ersten solchen Beweise staniint aus Cauchy s Turiner Ab- 
handlung vom Jahre 1831; vgl. Bd. I, S. 65 Anm. Auch stellte WeierstraB 
im Jahre 1842 einen Existenzbeweis fiir gewohnliche Differentialgleichungen 
her: Werke, Bd. 1 (1894), S. 82. 

3) Jacobi, a. a. 0. Nr. 2. Vgl. auch Kap.l, 5. 
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24. FortsetzuBg. tltoer die Wahl des Punktes (', /3'). 1 ) 
Es liegt die Frage nabe, ob der Punkt (a', ft') des vorauf- 
gehenden Paragraphen im Falle des 1. Satzes nioht elnfach mit 
(a,/J) zusammenf alien darf. Darauf gibt folgender Satz Antwort. 
1. Satz. Im Falle n = 2 0iZ* <fer 1. #afe wow 23 ausnahms- 
los, loie man auch immer den Punkt (a', ft') in der Ntihe von (a,0) 
annimmt, vorausgesetet nwr, da/3 keine der Funktionen 



sich auf eine Konstante redusiert. 

Er gilt ferner, ivie man auch immer den Punkt (a'} = (a'i,cQ 
in der NaJie des PunUes (a) = (a l3 a 2 ) annimmt, wrausgesetzt, daj3 
keine der FunUionen f f von (y lf . . .,y m ) abMngt; und er ist evident, 
wenn eine dieser Funktionen nur von (y l9 . . ., y m ) abMngL 

Ist dagegen n > 2, so kann der Punkt (a', (}') im allgemeinen 
nicht willkurlicli gewdlilt werden* 

Indeni wir die vorgelegten Gleichungen (1) in *der Form 
schreiben, 
(6) fi(u, 'V, y l9 . . . , y m ) - ^ = 0, / 2 (tt, v, y l9 . . ., y 



konnen wir cliese, unter Bentitzung der Bedingung betreffend 
fi(u,v,(l i9 ... 9 (} m ) Bud nach eventueller Anwendung einer linearen 
Transformation auf u, v, vermoge des Vorbereitungssatzes dnreh 
folgende ersetzen, 



wo F, irreduktible Pseudopolynome mit der Spitze im Punkte 
(U Q , % , a 2 , & , . . . , jff m ) bedeuten. 

Damit die Gleichungen (A) gleichzeitig bestehen, ist notwen- 
dig und hinreichend, dafi ihre Eesultante B verschwindet. Diese 
kann nicht identisch. verschwinden, da sonst die Funktionen (A) 
und somit auch die Funktionen (5) einen gemeinsamen Teiler 
batten. Dies ist aber widersinnig, denn ein solcher Teiler kann x 2 
nicht enthalten, da er die erste Funktion dividiert, und ebenso 
wenig kann er x 1 enthalten. Wtirde nun aber 



1) Os good, Transactions Amer. MatJi. Soc. 17 (1916) S. 4. 
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sein, so brancht man nur beide Seiten dieser Identitat nach auf- 
steigenden Potenzen yon x % zu entwiekeln, um dann die Ko- 
efflzienten des linearen Gliedes miteinander zn vergleiehen. Da 



ja verschwindet, so 1st der in Anssicht genommene Widerspruch 
hiermit geliefert. 

In gleicher Weise zeigt man, daB B auch nicht durch u U Q 
teilbar sein kann, da B sonst in den iibrigen Variabelen identisch 
verschwinden wiirde, wenn u = U Q gesetzt wird. 

Wir schreiben nun B in der Form 

B(u,x I ,x 2y y 1) . . ., t/J = Q I (x 1 , x z , y) Q(u, %, x 2 , y), 

wobei Q durch keine Funktion von (x ly x 2f y] im Punkte (u Q ,a l9 
a 2? ^) teilbar ist. Und jetzt behaupte ieh: Die Funktion Q ver- 
schwindet nicht im Punkte (U Q> a l} a 2 , j6). Der Binfachheit halber 
werde u = 0, V Q = gesetzt. 

In der Tat entwickle man Q nach aufsteigenden Potenzen 
von u: 

Q(u, x I} x 2 , y) = Q + C^u + C 2 u z H ---- , 

wobei denn C k (x ly x 2) y) sich im Punkte (a ls a 2 ,/?) analytisch ver- 
halt. Vor allem ist klar, daB C (x l} x 2) y) nicht identisch ver- 
schwindet, da Q und somit auch B sonst durch u teilbar sein 
miiBte. 

Des weiteren muB C Q (a , a 2 , j8) 4= sein. Im anderen Falle 
sei C(x 19 x z ,y) ein im Punkte (a l9 a s , 9 {!) irreduktibler Faktor von 
C Q (X I} x 2 ,y}. Dann gibt es einen Koeffizienten C k (x lf x z ,y), 
welcher nicht durch C(x l9 x 29 y) teilbar ist. DemgemaB gibt es 
auch in jeder Umgebung der Stelle (a v a 2? /?) einen Punkt 
(a[ , a'. 2 , /5 7 ) , in welchem 

CoW, 4^0 =0, C k = (ai, aj,^) 4=0. 
Hieraus erkennt man, daB 

Q(Q, a;, aj, ft') = 0, Q(u, a, aj, ^) * 

ist. Darum laBt sieh der WeierstraBsche Vorbereitungssatz auf 
die Funktion Q anwenden, woraus denn folgt, daB es in der Um- 
gebung der Stelle (ai,a,0') einen Punkt , a, 0") gibt, in des- 
sen Nachbarschaft die Gleichung 

Q(u,Xi,x 29 y) =0, 

Osgood, Funktionentheorie. 11,1. 2. Aufl. 11 
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und somit auch die Gleichung 

E(u 9 x 19 Xi,y l9 ... 9 y m ) = 
eine analytische Losung: 

U = <p(x l9 %, 2/i, . .,&) 

zuiaBt. 

Tragt man diese Funktion an Stelle von u in F und $ ein, so 
gehen letztere Funktionen in zwei Pseudopolynome iiber, deren 
Spltzen im Punkte ', <,/$") liegen, und welohe fernerhin einen 
gemeinsamen Teller besitzen. Dieser weist aber eine Wurzel 



auf, welche entweder schon im Punkte , a, /8") selbst oder 
doch wenigstens in einem benachbarten Punkte (a'/', a,' 9 ft'") sich 
analytisch verhalt. 

Hiermit sind wir nun zu einem Widerspruch gefiihrt worden. 
Denn diese beiden Punktionen 



u = ?, v = 



liefern ja eine analytische Umkehrung der Gleichungen (6) in 
einem Punkte, wo die Jacobische Determinante derselben ver~ 
schwindet, und dies verstoBt eben gegen den 1. Satz von 19. 

Die hiermit gewonnene Punktion Q fiihrt direkt zu der in 
Aussicht genommenen Punktion: 



In der Tat sei Q ein im Punkte (a 1? a 2 ,$ irreduktibler Teiler von 
QI. Sei (ai,aj,^) eine Wurzel von Q(x i ,x 29 y). Dana gibt es 
eine gemeinsaine Losung u = V 9 v = c' der Gleichungen (A) und 
somit auch der Gleichungen (6), wenn (y) = 05') und x t = a' ge- 
setzt wird. 

LaBt man nun denPunkt (v , u f y ly . . ., y n ) 9 von (c r , V, fi[, . . ., /?J 
ausgehend, beliebig wandern, und bestimmt man x ly x z durch (6), 
so muB E durchweg verschwinden. Es ist jetzt nicht schwer zu 
zeigen, daB Q dabei stets verschwindet, sowie daB Q l keinen an- 
deren irreduktiblen Teiler haben kann, welcher mit Q nicht aqui- 
valent ware. 

DaB die Bedingung: ,,vorausgesetzt nur, daB keine der Funk- 
tionen ji(u l9 w 2 )8i* - -j Pm) sich auf eine Konstante reduziert 4 * 
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nlcht bloB fur den Beweis, sondern auch fiir das Bestehen des 
Satzes wesentlich war, zeigt folgendes Beispiel: 

ji(u, v, y) = yv, ft(u, v, y) = yve\ (6, 0) = (0, 0). 

Wiirde es hier eine im Anfange analytische, dort irreduktible 
Funktion Q(x l ,x 2t ,y] geben, welche durch Einsetzen der Funk- 
tionen 

% = yo, x 2 = yve 9 , 

identisch zum Verschwinden gebracht wiirde, so entwickele man 
Q nach homogenen Polynomen in (% , x 2 , y}: 



wobei GK homogen in x I9 x 29 y vom Grade ~k ist bzw. identisch 
verschwindet. 

Vor allem ist klar, daB {? = ist. Ferner wird 

G fc (%,rc 2 ,'y) =y*G k (v,ve v , 1). 

Daher muB G k (v 9 ve v , 1) identisch verschwinden. Und nun er- 
kennt man, ahnlich wie bei der Behandlung des Beispiels YOH 
22, daB dies nur dann moglich ist, wenn jeder Koeffizient von 
Gj. verschwindet. 

Der Fall, daB keine der Funktionen / 1? / 2 von (y) abhangt, 
erledigt sich nun von selbst. Wenn eine dieser Funktionen eine 
Konstante ist, so ist der Satz ja evident. Hangen dagegen beide 
schon von u, v ab, so bleibt der vorstehende Beweis noch in 
Kraft. 

Um den letzten Teil des Satzes zu beweisen, berufen wir uns 
auf das in 22 behandelte Beispiel 

(7) x = u, y = uv, z = uve 10 . 

Hier ist w = 8, % = u, u 2 = v; die Funktionen f hangen von 
% nicht ab. Nach dem Ergebnis jenes Paragraphen gibt es keine 
im Punkte (x, y, z) = (0, 0, 0) analytische Funktion Q(x,y y z} 9 
welche durch die Funktionen (7) identisch zum Verschwinden ge- 
bracht wird. 

Bin zweites Beispiel ergibt sich dadurch, daB wir hier uw an 
Stelle von u treten lassen: 



x 1 =uw, x z 

11* 
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Fur den Pall, daB die Funktionen f i9 ( = 1,2), nicht von 
(yi>---> J/*0 abhangen, hat Bliss 1 ) den Satz bewiesen. 

2. Satz. Sei 

x =f(u,v), y = <p(u,v}, 

ico f und <p sicJi leide im Anfange analytisch verlialten und dort ver- 
schwinden, und auflerdem keine dieser Funktionen identiscfi ver- 
scliwindet. Verschwindet die Jacobische Determinants 



identisdh, so ist jeder im Anfange irreduktible Faktor von f auck 
Factor wn q> und umgekehrt. 

Dem soebea bewiesenen Satze zufolge geniigen / nnd cp einer 
Identitat von der Form: 



wo Q(z,y] im Anfange irreduktibel ist. Der Weiterbildung des 
Weierstrafischen Yorbereitungssatzes zufolge, S. 88, werden die 
Nullstellen des Gebildes 3(x,y)=Q durch eine ausgezeichnete 
irreduktible pseudoalgebraische Gleiehimg 



A = 



(8) x m + Aj^x- 1 -\ 

gegeben, wobei nun jeder Koeffizient A k =A Js (y) durch y teilbar 
ist. DemgemaB hat man 



woraus denn hervorgeht, daB f m durch cp teilbar ist. Mithin ist / 
durch jeden irreduktiblen Faktor von <p teilbar, und da / und <p ja 
ihre Eollen vertauschen diirfen, so gilt auch das Umgekehrte. 

Das Gebilde (8) laBt sich bekanntKch in der Nahe des An- 
fangs, wie folgt, unif ormisieren : 



wobei g und h sich im Punkte t = analytisch verhalten und dort 
nicht verschwinden ; und wo ferner jeder Stelle des Gebildes (8) 
nur ein einziger Wert von t entspricht. Daraus erhellt, daB t eine 
eindeutige Funktion von (u 9 v) in der Nahe des Anfangs ist, 
welche in jedem Punkte dieser Umgebung stetig ist und sich, 



1) Princeton Colloquium, 1909, erschienen 1913, 12. 
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hoehstens mit Ausnahme des Anfangs, analytlsch verhalt. Mit- 
hin 1st 

t = 6(u,v) 

in der ganzen Nachbarschaft analytisch. Sei 



wo 8 1 (u 9 v) 9 ... die irreduktiblen Paktoren von 6(u,v) bedeuten. 
Dann ist 

f(u,v) = 0^0J* . ..@, 

/ \ ' / 1 2 \^, 

^(^ ? >y) = 0^0J** ...(', 

wobei ((w,0), ('(w,0) sich beide im Anfange analytisch verbal- 
ten und dort nicht verschwinden. Hiermit ist folgender Satz be- 
wiesen. 

Zusatz. Kommt ein im Anfang irreduktibler Faktor ft (u,t?) 
jit k -mal in f(u 9 v) vor, so kommt 8 k (u 9 v) auch genau (j>/g)/^ fc - 
mal in (p(u,v) vor, wobei p,q zwei Zahlen sind, welclie -fur 
alle Faktoren 6 k den gleichen Wert beibehalten, 

25. Von der Matrix eines Gleiclrongssystems. 

Der zweite WeierstraBsche Satz, 17, gab keine nahere Be- 
dingung dafiir an, wie hoch der Maximalwert @ jener Stufen 
anzusteigen vermag. Im Palle linearer Gleichungen bestiinmt 
sich dieser Wert bekanntlich 1 ) allgemein aus dem Eange der 
Matrix, und es handelt sich jetzt um die Verallgemeinerung jener 
Satze. 

1. Satz. Vorgelegt sei ein System simultaner Gleichungen: 

wobei Gk(z l9 . . ., z n ) 9 A=I,...,Z, eine im Punkte (z) = (a) irreduktible 
Funktion bedeutet. Sei 3JI die Matrix aus den Ableitungen dieser 
Funktionen: 



1) B 6 cher, Algebra, Kap. 3, 4. 
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Des iveiteren moge jede Determinants (cr + 1 ) - ter Ordnung, wo- 
bei a Tdeiner als die kleinere der beiden Zahlen n } I ist, identisch 
verscTiwinden, 

Gibt s nun eine Determiante a- ter Ordnung, J, welche in 
einem Punkte (a') eines Gebildes g o-ter Stufe ( 17) nicht verschwin- 

det, so ist 

g ~f~ a = n. 

Bel geeigneter Wahl der Bezeichnung kann man J, wie folgt, 

annehmen : 

J= g(G 1 ....,g fl ) 



Nach der zum Beweise des 2. Satzes von 23 beniitzten Methode 
zeigt man dann, daB I a Identitaten von der Form bestehen: 

(1) G a+i = >&,.,... ,G a ), ;. = !,. ., ; - ff . 

wobei die n Argumente (z) der I Punktionen G k einem beliebigen 
Punkte der Umgebung von (a') entsprechen, und ^ 2 (%? > x a} 
sich irn Pnnkte (x) = (0) analytisch verhalt und dort verschwindet. 
Wegen der Bedlngung J4=0 im Punkte (a') lassen sich die 
ersten a Gleichungen G 1 = ? . . .,G a = nach den Variabelen 



wo y> sich im Punkte (a^, . . .,a,^_ a ) analytisch verhalt und dort 
den Wert a' n _ a ^ annimmt. Den Eelationen (1) zufolge geniigt 
der so erhaltene Punkt (z) samtlichen I Gleichungen (A), und alle 
in der Nahe von (a') gelegenen Wurzeln von (A) werden auch so 
erhalten. 

Hiermit hat sich ergeben, daJB die Gleichungen (A) ein Ge- 
bilde g (n <y)-ter Stufe in der Nahe des Punktes (a') definieren, 
und daher ist Q n cr, w. z. b. w. 

2. Satz. Ersetzt man im 1. Satze die letzte Bedingung, daft eine 
Determinants a -ter Ordnung in einer gemeinsamen Nullstelle (a r ) 
der I Gleichungen (A) nicht verscliwinde, durch die andere, dap ndm- 
lick 

a > n Q 

sei, wobei Q die Stufe eines Gebildes g (17) ledeutet, so mufi jede 
Determinate a-ter Ordnung langs g identisch verschwinden. 
Im ubrigen kann der Fall a < n Q nicht eintreten. 



26 . Fortsetznng. Weitere Satze lib . d . Abhangigkeit i.e. Gleichungssysteme 167 

Die Eichtigkeit des ersten Teils des Satzes erhellt sofort. 
Wiirde namlich eine Determinante cr-ter Ordnung in einem Punkte 
von g nicht verschwinden, so wtirde alien Bedingungen des 
1 . Satzes geniigt sein, und mithin wiirde a = n Q sein. 

Bndlich ist der Pall a<n q deshalb unmoglich, da die 
Stufe, Q, eines durch die ersten a Gleichungen G l = 0, . . ., G = 
bestimmten Gebildes nicht kleiner als n a sein kann, 

Q ^ n a, 

und da ferner wegen (1) die Punkte dieses Gebildes auch den 
weiteren Gleichungen G ff+:) = 0, i = i,...,i-a, geniigen. 

26. Fortsetzung. "Weitere Satze Tiber die Abhangigkeit In einem 

Gleidmngssys tern e . 

Kehren wir wieder zum Gleichungssystem (A), 17, zurlick 
und betrachten wir ein Gebilde g @-ter Stufe, an welchem samt- 
liche Cr&(#i, ...,#), * = !> z verschwinden. Bei geeigneter Wahl 
der Indizes kann man erreichen, da8 g durch die ersten n Q 
Gleichungen bestimmt wird durch weniger als n q Gleichun- 
gen kann ja g in keineni Falle bestimmt werden. Dann liegt es 
nahe, zu sagen, diese n Q Gleichungen seien unabhangig vonein- 
ander in bezug auf g, wahrend die librigen Z n + Q Gleichungen 
eine Polge von diesen in bezug auf g sind. Diese Definition driickt 
eine Eigenschaft aus, welche gegeniiber einer beliebigen nicht-sin- 
gularen analytischen Transformation der (z) erhalten bleibt. Ubt 
man andererseits eine nicht - singulare lineare Transformation auf 
die I G k aus, so wird es wiederum n Q der transformierten GJ. 
geben, welche in bezug auf g voneinander unabhangig sind, wah- 
rend die iibrigen G' k in bezug auf g eine Folge dieser sind. 

Nun kann es aber vorkommen, daB der einem bestimmten 
Gebilde entsprechende Wert von Q verschieden ist von dem einem 
anderen Gebilde zugehorigen Werte Q', wie das folgende Beispiel 
zeigt : 

G 1 = z& %^ 4 = 0, G 2 = z& + 3 4 = 0, 



Hier bestimmen die beiden ersten Gleichungen die Gebilde: 

9i : ^i = % = 0; g a *- % = 0, z* = 0; 
g s : ^ 2 = 0, % = 0; g 4 : % = 0, ^ = 0. 
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Die Punkte von Q I sind samtlich Wurzeln der dritten Gleichung 
6? 3 = 0. Hier ist also 

Q = 2, n o=2, 

und die drei Gleiehungen (1) sind in bezug auf g^. voneinander ab- 
hangig. 

Dagegen gehoren die Punkte des zweiten Gebildes, g 2 , nicht 
alle zum Orte G 3 = 0, vielmehr hat man jetzt als gemeinsames 
Gebilde das folgende: 



Dieses Gebilde liegt jedoch auf g x und liefert also nichts Neues. 
Ebenso geht aus g 3 das Gebilde 



hervor, welches auch auf g x liegt. Wenn man aber die Punkte 
von g 4 betrachtet, in denen G 3 verschwindet, so erhalt man ein 
Gebilde erster Stufe, 

g 5 : %=^ 3 > % = 0, ^ = 0; 



In bezug auf g s sind also die drei vorgelegten Gleiehungen (1) 
voneinander unabhangig. 

Angesichts dieses Tatbestandes ist der Begriff der Unabhan- 
gigkeit eines Gleichungssystems offenbar komplizierter , als es der 
Fall sein wiirde, wenn das gemeinsame Gebilde stets nur aus 
ein em Stiicke bestande. 

1. Satz. Sei g ein Gebilde g-ter Stufe, an welchem die samt- 
lichen I Funktionen (A.), 25, verschwinden, und sei s = n Q. Ist 
nun 

s < I, 

so verschwindet jede (s + I)-reiJiige Determinants aus der Matrix 
2K ? 25, in jedem Punkte von g. 

Ware der Satz nicht richtig, so sei etwa 



in einem Punkte von g von null verschieden. Dann bestimmen 
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schon die ersten a + 1 Gleichungen G k = ein Gebilde von der 
Stufe w (s + l) = e 1, was zu einem Widerspruch fiihrt. 

2. Satz. Sei g em GeHWe -ter S^/e, a?i ivelchem die samt- 
lichen I Funktionen (A), 25, verschwinden , und sei s=n~-Q. 
Dann harm jede s-reihige Determinate aus der Matrix 2R, 25, in 
jedem Punkte von g verscliwinden. 

Zum Beweise dieses Satzes diene folgendes Beispiel. 
(8) GI = J| + ^ 3 2 ? G 2 = z\z\ J . 

Dabei bestehe g aus dein Gebilde 



Hier ist also n = 8, g=l,s=2, und alle 2-reihigen Deter- 
minanten aus Wl verscliwinden in jedem Punkte von g. Damit 
ist der Beweis geliefert. 

Mit diesem Beispiele ist noeh eine andere Frage erledigt. 

3. Satz. Wdhrend das Gleichungssystem des 1. Satzes wn 
19 niemals eine im Punkte (x) = (a) analytische UmkeJirung zu- 
lassen kann, falls J im Punkte (u) = (b) verschwindet, kann anderer- 
seits das Gleichungssystem (A) des zweiten WeierstrafiscJien Satzes, 
17, I ^ 2, wohl eine Auflosung gestatten: 



im P^nfcfe (%,... ? a^ ) analytisch verhdlt und dort 
den Wert a k annimmt; wo fernerhin diese Auflosung des ganzen 
Funktionensystems bereits wn den ersten n-~ Q =s Gleichungen des 
Systems G 2 = 0, . . ., G s = geliefert wird; und wo endlich die Ja- 
cobische Determinante 



in jedem Punkte des Gebildes (5) verschwindeL Dabei konnen wisbe- 
sondere samtlich-e Funktionen G k irreduktibel sew. 

Im iibrigen gilt der entsprechende Satz im Palle I = 1 nicht. 
Ist namlich G(w,z) im Anfang irreduktibel, und ist 



eine im Anfang analytische, dort verschwindende Funktion, 
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welche, in G(w, z) eingetragen, diese Funktion identisch zum Ver- 
scliwinden bringt, so kann 

G v (w,z) 

nicht in jedem Punkte des Gebiides (4) verschwinden. 

In der Tat laBt sich G(w,z) nach der Verallgemeinerung des 
Vorbereitungssatzes, 2, zunachst in der Form darstellen: 

G (w , z] = 2*r(w , z) Q (w , z) , 

wobei r(w,z) ein im Anfange irreduktibles ausgezeichnetes Pseu- 
dopolynom ist resp. sich auf den Faktor 1 reduziert, und Q(w,z) 
sich im Anfange analytisch verhalt und dort nicht verschwindet. 
Da nun G irreduktibel ist und durch die Funktion (4) zum Ver- 
schwinden gebracht wird, so muB P wirklich von w abhangen, und 
darum muB notwendig ft = sein. 
Hiernach muB 



sein. Wtirden nun G und G w beide langs (4) verschwinden, so 
inuBten auch. F und F w dort verschwinden , woraus denn folgt, 
daB F zerfallt. Mithin milBte G ebenfalls reduktibel sein, was zu 
einem Widerspruch fiihrt. 

27. liber die Definition eines monogenen analytiscken Gebild.es 
m-tex Stnfe im Itaunie von n = m + r Veranderliclien. 

Wir haben bereits in Kap. 1, 24 den Begriff sowohl einer 
monogenen analytischen Funktion als auch eines monogenen ana- 
lytischen Funktionensystems besprochen. Es handelt sich hier 
um die Aufnahme gewisser Grenzpunkte, ahnlich wie beim "Uber- 
gang von der analytischen Funktion zum analytischen Gebilde 
im Falle n = 1 (I, 9, 3). 

Wir wollen ein Element eines monogenen analytischen Ge- 
biides m-ter Stufe im Eaume der n = m + r Veranderlichen, wie 
folgt, definieren. 1 ) Vorgelegt sei eine beliebige irreduktible ausge- 



1) WeierstraB, Werke III, S. 100. Sofern die nachstehende Transfor- 
mation (2) den Punkt (w) = (0) in einen endlichen Punkt (z) = (a) iiber- 
fiihrt, deckt sich der Begriff des Elements genau mit dem des Gebiides g 
w-ter Stufe im Raume der n Veranderlichen, 17. In diesem Paragraphen 
wird indessen noch der Fall zugelassen, daB (a) im Unendliohen liegt. Dabei 
spricht WeierstraB zwar nur vom Eaume der Funktionentheorie , und die- 
ser Raum wird wohl auch fur gewohnlich. vorzuziehen sein. Prinzipiell steht 
aber doch nichts im Wege, wenn man andere Raume in Betracht ziehen will. 
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zeichnete pseudoalgebraisclie Gleichung 

(1) < l + 1 + S 1 <;*+- 



deren Spitze im Anfang liegt. Sei w m+jc , t=2 f ..., r=n~///, eine 
am Gebilde (1) eindeutige stetige analytische Funktion. Setzt 
man nun 
(2) Zi cti = w i9 /=!,.. ,, 

und beschrankt man dabei den Punkt (wi,.*.,w m ) auf eine Um- 
gebung des Anfangs, in welcher sich jeder der Koeffizienten E s 
analytisch verhalt und die Funktionen w m + k stetlg bleiben, so 
bildet der Inbegriff der also erhaltenen Punkte (z) das in Aussioht 
genommene Element. 

Liegt der Punkt (a) im unendlich fernen Bereiche, so wird 
man in den Formeln (2) an Stelle von z i a t treten lassen, 

Zi 

falls es sich um den Eaum der Analysis handelt und % = oo ist. 
Bei den anderen Eaumen wird man die entsprechende Transfor- 
mation machen, 

Insbesondere kann r = 1 sein, wobei also die Funktionen 
Wm+jc> *=2---> alle fortf alien. Andererseits kann ^=1 sein. Darm 
verhalten sich alle Punktlonen w m+jc , *=i,...,r, analytisch irn An- 
fang. 

Nach WeierstraB wird das Element mit 

[%, ... 9 z n \a lt .. -,a n ] m 
bezeichnet. 

Hieriiber ist noch folgendes zu bemerken. Da jede der Punk- 
tionen w m+lz nach 12 einer Gleichung von derselben Beschaffen- 
heit wie (1), doch moglicherweise von niederem Grade J a'</^ ? 
geniigt, so erkennt man, daB die Punkte eines Elements einem 
Gleichungssysteme von der Form (A) im zweiten WeierstraBschen 
Satze, 17, genligen. Sei urngekehrt G k (z 1} . . ., z n ) 9 *=i,...,z, im 
(endlichen oder unendlichen) Punkte (z) = (a) analytisch und ver- 
schwinde dort, ohne jedoch identisch zu verschwinden. tJbt 
man notigenfalls eine nicht-spezialisierte lineare Transformation 
auf die (z) aus, so definieren die also transformierten simultanen 
Gleichungen 

G fc (%, . .. ? O = 0, i=i,...,y, 

sofern sie noch eine zweite in der Nahe von (a) gelegene gemein- 
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same Nullstelle (a'} zulassen, ein oder niehrere Elemente monoge- 
ner analytischer Gebilde, rnogKcherweise verschiedener Stufe, im 
Eaume der n Veranderlichen. DenigemaB wollen wir die Defini- 
tion eines Elements dahin erweitern, daB auch das urspriingliche 
Gleichungssystem ein Element definieren soil. 
Sind z-wei Elemente 



vorgelegt, velche so beschaffen sind, daB in einer gewissen Um- 
gebung eines Punktes (0) = (c) jecle Stefle des einen Elements auch 
dem anderen angehort, so fallen diese Elemente in der Umgebung 
wn (c) zuganimen 1 ) y und das eine bildet dann eine Fortsetzung des 
anderen. 

Zwei beliebige Elemente 

W,...,^,...,^^ und 



heiBen Fortsetzungen yoneinander, wenn es moglich 1st, eine Eeihe 
von Elementen ^\z l9 ...,z n \ i> - - ^f } ] m? t = i,...,?-i, so 
einzuschalten, daB je zwei aufeinanderfolgende Elemente Eort- 
setzungen voneinander im vorhin erklarten Sinne sind. Dann ist 
jedes dieser Elemente eine Fortsetzung jedes anderen. 

Die Gesamtheit der Punkte (z\ welche ein erstes Element und 
dessen verschiedene Fortsetzungen lief em, macht nun das mono- 
gene analytische Gebilde m-ter Stufe im Raume der Variabelen 
(!,...,#) aus. Wie im Falle der monogenen analytischen Punk- 
tionen und Funktionensysteme, so kann man aucii hier das ganze 
Gebilde vermoge einer abzahlbaren Menge von Elementen voll- 
standig darstellen. 

Satz. Sei 

(3) ur + Airt-i +... + A y =Q, A,= Affa, ...,!?), 

eine irreduktible ausgezeidhnete pseudoalgebraische Gleicliung, deren 
Spitze im Anfange (v ly ...,v m ) = (0, . . ., 0) liegt, und sei ^ W+X: , 
*=i,...,-n, eine am Gebilde (3) eindeutige stetige analytiseJie 
Furiktion. Setzt man nun 

(4) z i a i =v ij /!,...,, 

und beschrarikt man dabei den Purikt (v I; . . ., m ) auf eine Umge- 
bung des Anfangs, in welcher jeder der Koeffizienten A k sich analy- 

1) Nach WeierstraB Jsoinzidieren sie; a. a. 0. S. 101. 
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tisch verMlt und v m+l , . . ., v n stetig Ueiben, so lildet der Iribegriff 
der also erhaltenen Purikte (z) ein Element. 

Bezuglich unendlicli ferner Punkte wird nocJi eine ahnliche 
Festsetzung wie vorhin getrof-fen. 

Dieser Fall ist insofern allgemeiner als die Definition, daB 
keine der Funktionen v m + k zum Gebilde (3) zu gehoren braucht. 
Wir bilden die Funktion 

(5) v = Ci*Wi + h c n _ m v n , 

wobei die c t unbestimmte Konstanten bedeuten. Dann ist v ein- 
deutig, stetig und analytisch am Gebilde (3). Wir wahlen nun 
die GI so, daB v, als mehrdeutige Funktion von (v l3 ...,v m ) be- 
trachtet, moglichst vieldeutig wird. Sei p der Grad dieser Viel- 
deutigkeit. Dann kann p sowohl = v als auch < v ausfallen. 

Nach dem 2. Satze von 12 wird v einer irreduktiblen aus- 
gezeichneten pseudoalgebraischen Gleichung 

(6) v + JS^-i + - . - + E iLl = 0, E, = E,(v l9 . . .,v m ), 

rn.it der Spitze im Anfange, (v l9 . . .,v m ) = (0, . . ., 0), geniigen. 
An diesem Gebilde wird dann jede der Funktionen (4) eindeutig, 
stetig und analytisch sein. Unterwirft man die v it . . ., v n einer 
nicht-singularen linearen Transformation, wodurch v 1} . . ., v m resp. 
in sich iibergehen, dagegen die durch die Gleichung (5) be- 
stinamte Variabele v als eine der weiteren Variabelen auftritt, so 
geniigen die neuen Variabelen der an die Spitze gestellten Defini- 
tion eines Elements. Hiermit ist nun der Beweis fertig. 

Es liegt der Gedanke nahe, eine Verallgemeinerung des vor- 
stehenden Satzes darin zu suchen, daB man irgendwelche n Funk- 
tionen Zjcy k =i,... } , nimmt, welche nur am Gebilde (3) eindeutig, 
stetig und im allgemeinen analytisch sind. Diese Verallgemeine- 
rung trifft aber selbst im Falle v = 1 nicht zu, wie aus den Ent- 
wicklungen des nachsten Paragraphen hervorgeht. 

28. "fiber die Parameterdarstellung eines Elements. 

In der Unigebung einer gewohnlichen Stefle (a) laBt ein Ele- 
ment folgende Parameterdarstellung zu: 

(1) z k =<p k (t I) .. .,t m ), *=i,...,, tg^-i, 

wobei q> k sich im Anfange analytisch verhalt und auBerdem einem 
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beliebigen Punkte (z) der Uingebung yon (a) nur ein einziger 
Punkt (f) der Umgebung des Anfangs entspricht. In der Tat kann 
man ja die t t beziehungsweise gleich m passend gewahlten z j setzen. 
Es fragt sich nun, wann umgekehrt die Gleichungen (1) ein 
Element darstellen. Vor all em 1st klar, daB dies stets der Fall 
sein wird, wenn mindestens eine m-reihige Determinante aus der 
Matrix 



(2) 



atT 



im Anfange nicht versehwindet. Verschwindet dagegen jede der- 
artige Determinante im Anfange, so sincl ja zwei Falle moglich: 
a) die Gleichungen 
(3) y*(*i,-. - ? U = 0, *!,...,, 



lassen keine zweite simultane Losung In der Nahe des Anfangs 
zu; b) es gibt mindestens einen zweiten Punkt () in der Umge- 
bung des Anfangs, in welcliem diese Gleichungen alle befriedigt 
sind. 

Den Fall b) durfen wir ausschlieBen, da wir doch wenig- 
stens verlangen wollen, daB einer Stelle (-0) des Elements hochstens 
eine endliche Anzahl von Parameterpunkten (t) entsprechen 
mogen. Insbesondere "werden also der Stelle (#) = (a) isolierte 
Punkte (f) zugeordnet, und daher braucht man nur die Umgebung 
des Anfangs (t) = geeignet zu wahlen, damit bloB einer dieser 
Punkte, namlich der Anfang selbst, in diesem Bereiche enthalten 
wird. 

Der nicht-spezialisierte Fall unter a) wird nun der sein, daB 
es m Funktionen <p k gibt, welche keinen zweiten Nullpunkt in der 
Nahe des Anfangs besitzen. Diese seien 9?!,.. ., <p m . Dann lehrt 
der 2. Satz von 19, daB einer der Parameter, etwa t m (nach 
eventueller Ausiibung einer linearen Transformation der t k ), einer 
irreduktiblen ausgezeichneten pseudoalgebraischen Gleichung 

(4) f +jB 1 t- + ... + ^ =0 , ^ = E,&,...,* OT ) 

geniigt, sowie daB die xibrigen t% eindeutig und stetig und in den 
regularen Punkten des Gebildes (4) analytisch sind. Daher 
erweisen sich die weiteren Koordinaten ^ OT+1 , .. ->^ n als eindeutig 
und stetig und im allgemeinen analytisch am Gebilde (4), und mit- 
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bin bildet die Gesamtheit dieser Punkte nach dem Satze von 27 
ein Element. 

Es kann indessen vorkommen, daB keine solehe Wahl der cp k 
moglich ist, wie das Beispiel zeigt: 



Dann kann man aber durch eine geeignete lineare Transformation: 
(5) k = <?*!?>! H ----- h c kn <p n , * = i,. .,, 

neue fc einfiihren, welche die gewiinschte Eigenschaft haben. In 
der Tat sei q> eine der Funktionen <p k9 welche nicht identisch 
verschwindet. Dann wircl dnrch die Gleichung 

9>i (<!, -U =0 
ein oder mehrere Gebilde (m l)-ter Stufe, 

9-l> 9m- 1? -? 

definiert. An jedem derselben, g^_ 1? gibt es eine Stelle (i4_ 1 ), 
wo wenigstens eine der weiteren Funktionen <p 2 ,...,q> n nicht 
verschwindet. Setzen wir nun 



H ----- 1- ^n^n, 

so lassen sich die Koeffizienten h s so wahlen, daB <5 2 an keiner 
der Stellen (r* n _ 1 ) verschwindet. Daraus ergibt sich, daB keins der 
Gebilde g^_ x auf dem Gebilde P 2 = liegenr kann, und darum be- 
stimmen die beiden Gleichungen 

= 0, 2 = 
eine Eeihe von Gebilden, je von der (m 2) -ten Stufe, 



Jetzt verfahre man mit diesen Gebilden geradeso. Es muB 
namlich eine Stelle (-rf;__ 2 ) am Gebilde g^_ 2 geben, wo wenigstens 
eine der Funktionen 9? 2? ... ? 9? n nicht verschwindet. Bildet man 
nun die Funktion 

^3 =^2^2 -I ----- 1- V n (p n , 

so lassen sich die Koeffizienten ^ so bestimmen, daB 3 an keiner 
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der Stellen (T^_ 2 ) verschwindet. Mithin "wird dnrch die Gleichun- 
gen 

^ = 0, <5 2 = 0, z = Q 

eine Beihe von Gebilden, je von der (m 3) -ten Stale clefiniert. 
So erhalt man denn schlieBlich m Punktionen l ,...,0 m , 
welche linear von den n 9? 7 . abhangen, 



+ ---- 1" G knCpn> * = 1 ' 

und nur im Anfange gleichzeitig verschwinden. Nun muB aber 
der Bang der Matrix der Koeffizienten gleich m sein, denn sonst 
varen ja die l ,... ) m linear verkniipft, und darum lieBen die 
m Gleiehungen J: = 5 fc = 1 , . . ., m, noeh andere Losungen in 
der Nahe des Anfangs zu. Mithin kann man auf mannigfache 
Weise die in Aussicht genoinmene lineare Transformation her- 
stellen. 

In dem besonderen Falle, daB eine -willkiirliche Stelle (#) des 
Elements nur 211 einem einzigen Punkte (t) fiihrt, muB mindestens 
eine m-reihige Determinante aus der Matrix (2) im Anfange von 
null verschieden sein. Bildet man namlich die Gleichung (4) fur 
die transformierten <P JC , 

Z k = k (t l} ...,t m ), * = !,. ...wi, 

so wild der Wert von ft gleich 1 sein. Daraus ergibt sich also eine 

ein-eindeutige Beziehung zwischen den (t l9 . . ., t m ) und den 

(Z,...,Z m ). Aus dem 6. Satze von 20 geht dann hervor, daB 
die Jacobische Determinante 



irn Anfang nicht verschwindet. Aus elementaren Determinanten- 
gesetzen folgt nun weiter, daB mindestens eine m-reihige Deter- 
minante aus der Matrix (2) im Anfange von null verschieden sein 
muB. 

Das Eesultat laBt sich in folgenden Satz zusammenfassen. 

Sat 2, Damit die Gleichungen (1) ein Element vorstellen, der- 
art, da/3 jedem Punkte (z) IwcJistens eine feste Anzahl p von Punkten 
(t) entsprecken, ist notwendig und hinreicliend, da/3 das Gleichungs- 
system (8) nur die eine Losung (t) = (0) zulasse. 

Soil fernerhin p = 1 sein, so ist notwendig und Jiinreicliend, da/3 
mindestens eine m-reihige Determinante aus der Matrix (2) im An- 
fange niclit verschwinde. 
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29. Fortsetztmg. Von den G-renzstellen eines Gebildes. 

WeierstraB 1 ) bringt noch ein anderes Ausgangsgebilde zur 
Spraohe, welches jedoch nicht stets aus einem Element besteht. 
Anstatt namlich die ^ linear von den w i abhangen zu lassen, 
kann man auch direkt die z i9 /=!,...,, als eindeutige analytische 
Funktionen am Gebilde (1), 27 annehmen. Die Gesamtheit der 
auf diese Weise erhaltenen Punkte (#) bildet naeh WeierstraB 
einen Zweig 2 ) eines Gebildes m-ter Stufe. Die weiteren Defiui- 
tionen (zusammenf alien, Fortsetzung usw.) werden dann ahnlich "wie 
im vorhergehenden Falle getroffen. 

Nach dieser Definition ist zwar jedes Element ein Zweig, es 
ist aber nicht umgekehrt jeder Zweig ein Element, wie das Bei- 
spiel von 22 zeigt: 

(1) x = u y y = uv 9 z = uve v . 

Hier existiert eben keine im Anfange analytisehe Punktion 
Q(x,y,z), welche, gleich gesetzt, das Gebilde (1) in der Nahe 
des Anfangs darstellt. In der Polge werden wir uns nnr der 
ersten Definition bedienen. 

Wie man sieht, handelt es sich hier im wesentlichen darnm, 
welche Grenzstellen man einer monogenen analytischen Funktion 
bzw. einern solchen Funktionensysteme adjnngieren ninB, nm dar- 
aus ein geeignet definiertes inonogenes analytisches Gebilde zu 
gewinnen. Die Antwort darauf haben wir bereits iin voraufgehen- 
den Paragraphen gegeben, Demnach wird im Falle des soeben 
zitierten Beispiels der Anfang, obwohl dieser Punkt zu dern 
durch die Gleichungen (1) definierten Zweige gehort, doch nicht 
zum monogenen analytischen Gebilde bzw. zu demjenigen Teile 
davon, welcher durch die Gleichungen (1) dargestellt wird, zu 
rechnen sein. Denn darnit ein Punkt (a 1? . . . , a n ) zum Gebilde ge- 
rechnet werde, ist ja notwendig und hinreichend, dafi es ein Glei- 
chungssystem (A), 17, gibt, welches durch die Koordinaten der 
Punkte seiner Umgebung befriedigt wird. 3 ) 

Zur Beleuchtung dieser Definition moge noch folgendes Bei- 
spiel angefiihrt werden, Sei 



1) a. a. O. S. 103. 

2) Es ist indessen nicht wunschenswert, diese Bezel chirung auizunehmen, 
da namlich die fur die Funktionentheorie nutzliohe Auffassung eines Zweiges 
eine andere ist; vgl. I, 9, 3. 

3) WeierstraB a. a. O. S. 96. 

O s good, Punktioneiitlieorie. H, 1. 2. Ana. 12 
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ein iiberall endliches Abelsches Integral, welches drei ganzzahlig 
unabhangige Periodizitatsmoduln P 1; P 2 ,P 3 aufweist, d. h. es gibt 
keine Eelation von der Form 

(2) m I P I + ?w 2 P 2 + m 3 P 3 = 3 

wobei m 19 m 2 , m$ ganze Zahlen slnd und nicht samtlich ver- 
schwinden. Dann lafit sich zeigen 1 ), dafi es drei ganze Zahlen 
m 1 ,m 2 ,7M 3 gibt, derart, daB der auf der linken Seite von (2) ste- 
hende Ausdruck einer beliebig vorgegebenen komplexen Zahl be- 
liebig nahe kommt. DemgemaB liegen Punkte (w,z), "wobei w eine 
geeignete Bestimmung der Punktioii -f(z) bedeutet, in jeder Um- 
gebung eines willkiirlichen Pimktes (b,a). 

Hieraus erkennt man, daB es keinen Sinn haben wiirde, einer 
monogenen analytischen Funktion schlechtweg alle Grenzstellen zu 
adjungieren. 

Bedeutung des Beispiels von 2. 1st w =f(z) eine analytische 
Punktion eines einzigen Arguments, welches sich nicht gerade auf 
eine Konstante reduziert, und ist z = a entweder ein gewohnlicher 
Punkt oder hochstens ein Verzweigungspunkt endlicher Ordnung 
oder ein Pol, so daB also der Punkt # = a, w = b=f(a) dem 
monogenen analytischen Gebilde angehort, so wird die inverse 
Funktion, z=<p(w), im Punkte iv = b entweder analytisch sein 
oder dort hochstens eine Siagularitat der soeben bezeichneten Art 
aufweisen. 

Im Palle einer Funktion mehrerer Argumente hat dieser Sach- 
verhalt nieht mehr statt. Das genannte Beispiel (S. 90) liefert uns 
eine Punktion 



welche sich im Anfang, (x,z) =(0,0), sogar noch analytisch ver- 
halt. Lost man die Gleiehung nach z auf: 



so hat man das, was im Falle zweier Variabelen gewissernaaBen 
der inversen Funktion entspricht. Und doch weist diese eine 
Singularitat auf, welche nicht mehr algebraischen Cliarakters 



1) Clebsch u. Gordan, AbelscJie Funktionen, S.134, wo indessen der 
Satz, worum es sich hier handelt, imgenau ausgesprochen ist. 
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(WeierstraB) ist. d. h. z ist nicht Wurzel einer pseudoalgebrai- 
schen Gleichung, 

A*tf* + Aid*-* + - + A m = 5 

wobei A k sich im Punkte (x 9 y) = (0,0) analytisch verhalt. 

Geometrische Deutung des genannten Beispiels. Der Sachver- 
halt kann auch geometriseh beleuchtet werden. Betrachten wir 
zuerst die Funktion 



In der Umgebung des Anfangs, mit der alleinigen Ausnahme der 
Punkte x = 0, verhalt sich diese Funktion analytisch. Deuten wir 
uns dieselbe als eine Flache im komplexen drei-dimensionalen 
Eaume, so erstreckt sich dieselbe ins Unendliche. In der Tat ist 
sie eben eine Eegelflache, 

y = xz, 

welche dadurch entsteht, daB eine die 2-Achse schneidende Ge- 
rade sich um diese Achse dreht und dabei der (^,t/)-Ebene stets 
parallel bleibt, wahrend sie sich hebt oder senkt. Im iibrigen 
wird diese Gerade jeder beliebigen Geraden der (&,2/)-Ebene mit 
Ausnahme der Geraden x = konst. parallel. Dazu ist aber notig, 
daB sie iiber unbeschrankten Spielraum in bezug auf Steigen und 
Fallen verfiigt. 

Fassen wir andererseits die Funktion 

als Flache auf. Dieselbe ist sogar auch eine Eegelflache von ge~ 
nau demselben Charakter: 

y = xR(z), 

nur mit dem einen Unterschied und dies ist eben die crux der 
ganzen Sache , daB dem Steigen und Senken der erzeugenden 
Geraden hier Grenzen gesteckt sind. 

Trotzdem besteht soviel von der Flache, wie in der Umge- 
bung des Anfangs liegt, in beiden Fallen aus einem regularen 
Stiicke, welches sich tiber der (oj, ,s)-Ebene singularitatenfrei aus- 
breitet. 



12* 



Drittes KapiteL 

Sntgilare Stellen mud. analytische Fortsetzmg. Rationale 
Finktionen. 

1. AuBerwesentliclie singulare Stellen. 



Seien G(z i9 .. . 9 2 n ) "^d H(z 1? . . .,z n ) zwei Funktionen, welehe 
sich beide im Punkte (z) = (a) analytisch verhalten, und wovon 
keine identisch verschwindet. Verschwindet dann H im Punkte 
(a), wahrend G und If keinen gemeinsamen Teller im Punkte (a) 

haben, vgl. Kap. 2, 4, so wird durch den Quotienten -== eine 
Funktion F dargestellt: 



welelie im Punkte (z) = (a) eine aufterwesentUclie singulare Stelle 1 ) 
besitzt. Und allgemein hat jede Funktion F, welehe einer der- 
artigen Darstellung fahig 1st, im Punkte (a) eine solche Singulari- 
tat. Auf Punkte des unendlich fernen Bereiches wird die Defini- 
tion in der tiblichen Weise tibertragen. 

Damit eine Funktion F(z ly . . ., z n ) im Punkte (0) = (a) eine 
auBerwesentliche singulare Stelle aufweise, ist offenbar notwendig 
und hinreichend, da6 die Funktion sich in einem 2n-dimensiona- 
len Teile o^ einer bestimmten Umgebung a des Punktes (a) analy- 
tisch yerhalt und dort nicht identisch verschwindet ; daB es ferner- 
hin eine in a analytische, im Punkte (a) verschwindende, aber in 
a nicht identisch verschwindende Funktion H (%,..., # n ) gibt, 
derart, daB das zunachst im Bereiche a betrachtete Produkt HF 
eine analytische Fortsetzung iiber den ganzen Bereich a hin ge- 
statte: 



1) WeierstraB, Furiktionenlehre, S. 130 = WerJse, Bd. 2, S. 156. 
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und daB endlich G und H keinen gemeinsamen Teller im Punkte 
(a) zulassen. 

Von den zwei Elassen aufSerwesentlicher singuldrer Stellen. Die 
aufierwesentlichen singularen Stellen lassen sich in zwei Klassen 
einteilen : 

i) 1st der Zahler G im Pnnkte (a) von null verschieden, so 
wird F unendlich, wenn der Punkt (z) sich clem Punkte (a) nahert. 
Ausfiihrlicher gesagt, entspricht einer beliebig groBen positiven 
Zahl M eine zweite positive Zahl d derart, daB 



bleibt, sobald (z) em Punkt des Bereiohes 



1st, wofur nur H(z l9 ..., z n ) =j= ist. 

Eine solche Stelle ist das Analogon eines Poles im Falle der 
Punktionen einer Variabelen, und moge eine auBerwesentliche sin- 
gulare Stelle erster Art oder ein Pol heiBen. Durch die Gleichung 

H(^,...^ n ) =0 

wird, in der Nahe von (a), ein aus einem oder mehreren Stuck en 
bestehendes (2n 2)-fach ausgedehntes Gebilde definiert. Jeder 
Punkt. von ist auch ein Pol von F. Mithin treten die Pole einer 
analytisehen Funktion von n > 1 Veranderlichen niemals isoliert 
auf, sondern sie erfiillen eine (2w 2)-fach ausgedehnte analy- 
tische Maiinigfaltigkeit. 

ii) Verschwindet dagegen G (%,..., ^ ft ) ebenfalls im Punkte 
(a), so heiBt (a) eine auBerwesentliche singulare Stelle zweiter Art. 
In der Umgebung einer solchen Stelle nimmt F einen beliebig 
vorgeschriebenen Wert C in den Punkten eines aus einem oder 
mehreren Stiioken bestehenden (%n 2)-fach ausgedehnten Ge- 
bildes ' an ? und zwar wird ' durch die Eelationen 

G(%, . . . , O - CH(* I9 . . ., O = 0, H(z 19 . . ., z n ) 4= 

bestimmt. Nach dieser Seite hin hat daher eine solche Singulari- 
tat Ahnlichkeit mit einer wesentlichen singularen Stelle einer 
Punktion einer Variabelen. 

In der Umgebung einer auBerwesentlichen singularen Stelle 
zweiter Art, (z) = (a), Hegen ebenfalls Pole, welche denn ein 
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(2 ?i 2)-fach ausgedehntes Gebiet erfiillen, und zwar werden 
dieselben durch die Belationen 

H &,...,*) = 0, G(*i,...,*) + 

bestimmt. M. a. W. muB man aus dein ans einem oder mehre- 
ren Stiicken bestehenden (Zn 2)-fach ausgedehnten Gebilde 
H(% ? . . .,) = noch die Schnittpunkte mit dem Gebilde 
G(z l9 ...,0 n ) =0 fortheben. 

Die soeben ausgenornmenen Schnittpunkte: 

<?(*!,...,*) =0, #(*i,...,*) =0 

erfiillen, sobald n ^ 3 ist, ein aus einem oder mehreren Stiicken 
besteliendes (2n 4)-fach ausgedehntes Gebilde und liefern samt- 
lich auBerwesentliche singulare Stellen zweiter Art. Die in einer 
bestininiten Hyperkugel 

| jgl _a 1 |2 + ... + l^-fljagfc* 

gelegenen Punkte dieser Gattung bilden eine abgeschlossene 
Mannigfaltigkeit. Fiir die Pole trifft dies im vorliegenden Jalle 
nicht mehr zu. 

Ist dagegen n = %, so treten die auBerwesentlichen singularen 
Stellen zweiter Art isoliert auf. Die iibrigen singularen Punkte 
der Nachbarschaft einer solchen Stelle sind samtlich Pole. 

Hat die Punktion F(z^...,z n ] im Punkte (a) einen Pol, so 
hat die Funktion 



in der Nahe yon (a) nur hebbare Unstetigkeiten, in denen sie 
sich stets dem Werte nahert. 

Hat F dagegen eine auBerwesentliche singulare Stelle zwei- 
ter Art in (a), so hat jede Funktion 



ebenfalls eine auBerwesentliche singulare Stelle zweiter Art in (a). 
M. a. W. bleibt die (2^ 4)-faoh ausgedehnte Mannigfaltigkeit 
der auBerwesentlichen singularen Stellen zweiter Art gegeniiber 
der genannten linearen Transformation erhalten, wahrend das ent- 
sprechende bei den Polen nicht zntrifft, sofern y 4 s ist. 

Im iibrigen bleiben die auBerwesentlichen singularen Stellen 
nebst der soeben besprochenen Einteilung derselben offenbar in- 
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variant gegeniiber einex beliebigen Transformation von der Art 

(1) *< = /<(%, #) * = !,..,, 

wobei / sich im Punkte (#) = (a) analytiscli verhalt nnd 

3tfi,...,/) , A 

^ 



Definition. Bine Funktion -F 7 ^, . . ., #) heiBt meromorph 
in einem Punkte (a), wenn sie sich dort analytiscli verhalt oder 
hoehstens eine auBerwesentliche singulare Stelle dort anfweist. Sie 
heiBt meromorph in einem Bereiche T, wenn sie im allgemeinen 
eindeutig erklart und analytisch in T ist und keine anderen singu- 
laren Stellen im Inneren von T als nur auBerwesentliche besitzt. 
Insbesondere kann sie im ganzen Bereiche T analytiscli sein. 

Verhalt sich F ineromorph in T und ist F keine Konstante, 
so ist auch die Funktion 



meromorph ,m T. Wird andererseits T verrnoge einer Transfor- 
mation (1) auf einen Bereich T f bezogen, so wird die transfor- 
mierte Funktion F f ebenfalls meromorph in T' sein. 

Die Definitionen dieses Paragraphen werden in der iiblichen 
Weise auf die Punkte des unendlich fernen Bereiches iibertragen, 
und die Satze bestehen dann unverandert. 

2. Fortseteung. Hinreichende Bedingungen. 1 ) 

Satz. Damit eine Funktion J ?1 (% J ...,^ n ) in einem Punkte 
(#) = (a) eine aufierwesentliche singulare Stelle liabe, reiclit folgende 
Bedingung liin. 



1) Der naclistehende Satz enthalt meines Wissens die erste hinreichende 
Bedingung dafur, daB eine Funktion mehrerer Variabelen eine auBerwesent- 
liclie singulare Stelle in einem gegebenen Punkte besitze, sofern man von 
jenem Satze von 1 absieht, welcher eigentlich kaum menr als eine ersicht- 
liche Umstellung der Definition ist. Auf Grand der spateren Bntwicklungen 
dieses Kapitels laBt er verschiedene Verallgemeinerungen zu. Trotzdem 
sohien es wiinschenswert, ihn gleich an die Spitze zu stellen, denn er enthalt 
ja den Kern der weiteren Satze. Auch der Beweis ist meistenteils schon in 
den Entwicklungen von Kap. 2 enthalten. Was von den spateren Entwick- 
lungen dieses Kapitels noch dazu notig ist, findet sich gleich in den Haupt- 
satzen von 4, 5. 

Bei einem ersten Studium dieses Kapitels kann der Leser diesen Para- 
graphen uberschlagen. 
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a) Sei H(zi,...,z n ) eine im Punkte (a) analytische , dort ver- 
scliwindende, aber niclit identiscli verschwindende Funktion. Dann 
soil F(z l9 ...,z n ) in jedem Punkte einer lestimmten Umgebung 
von (a) 

S: \z l ~~-a i \<li, /=!,...,, 

in welcJiem PI niclit verschwindet, eindeutig erkldrt sein und sich 
analytisch verlialten. 

b) In den in gelegenen Nullstellen von H soil F im allgemei- 
nen unendlich werden. Dabei sollen nur solche der genannten Punkte 
ausgenommen werden, in welchen eine zweite Funktion G (% , . . . , # n ) 
von derselben BescJiaffenJieit wie H, aber teikrfremd zu H, auch zu- 
gleich verscliwindet. 

Die Bedingung ist auch notwendig. 

Es mogen die irreduktiblen Paktoren von H mit H ls . . .,-H^ 
bezeichnet werden. Indem wir eine nicM-spezialisierte Wahl des 
Koordinatensystems zugrunde legen und iibrigens a n = setzen, 
lassen sich die Hi unbeschadet der Allgemeinheit als ausgezeich- 
nete Pseudopolynome in z n =u annehmen. Dann wird insbeson- 
dere ein Teil der Nullstellen der Punktion H durch die irreduktible 
ausgezeichnete pseudoalgebraische Gleichnng gegeben: 

(1) HI(ZI, . . ., *n) = u m + A^~^ + - - - + A m = 0, 



wobei sich also A k im Punkte (%,..., z n _^ = (a l3 . . ., a n - 
lytiseh verhalt und dort verschwindet. Ahnliches gilt auch fiir 



Aus der dem Gebilde (1) entsprechenden Biemannschen Man- 
nigfaltigkeit % mogen zunachst alle Punkte fortgehoben werden, 
in welchen die Diskriminante von (1) verschwindet. Sodann fass 
man noch die Punkte von % ins Auge, in welchen G sowie die 
iibrigen Faktoren Hz t ...,H fl verschwinden. Ist (z[ 9 . . ., <_ 1? u 1 ) 
ein solcher Punkt, so mogen alle m Punkte aus g entfernt werden, 
wofiir 



ist. Was nun von ^ noch iibrig bleibt, werde mit %' bezeichnet. 
Wie man sieht, entsteht ' aus % dadurch ; daB man alle 
Punkte aus $ forthebt, a) in denen die Diskriminante von fl^ ver- 
schwindet ; b) in denen die Eesultante von H l und 
verschwindet. 
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Sei (G, . . ., a' n ) = (a') ein Punkt von g'. Dann hat F einen 
Pol in (a'), und daher hat die Funktion -^ in der Nahe von (a') 
nur hebbare Unstetigkeiten. Erganzt man dieselbe dort dnrch ihren 
Grenzwert 0, so werde die also vervollstandigte Funktion mit -F' 
bezeichnet. 

Andererseits ist die Funktion E^fa, . . ., z n ) im Punkte (a'} 
irreduktibel. Denn es ist ja 

Hxfo, . . ., g n ) = (w P) Q(g l9 ...,z n ), 

wo POs?!, ...,_!) sich analytisch im Punkte (a[, . . .,a' K-1 ) ver- 
halt und dort den Wert a' n annirnmt, und wo Q sich im 
Punkte (a'} analytisch verhalt und dort nicht verschwindet. 

Da sich nun die in der Nahe von (a'} belegenen Nullstellen 
der Funktionen F' und H x gegenseitig decken, so ergibt sich aus 
dem 1. Satze von Kap. 2, 8 nebst dem 2. Zusatze, 



wo A! eine natiirHche Zahl ist und Q im Punkte (a') nicht ver- 
schwindet. 

Daraus folgt aber, daB die Punktion 



in der Nahe von (a') nur hebbare Unstetigkeiten aufweist, und 
daB iibrigens die erganzte Funktion dort nicht verschwindet. 

Ich behaupte nun: diese Funktion H^F hat in samtlichen 
Punkten von fy' nur hebbare Unstetigkeiten, und zwar verschwin- 
det die erganzte Funktion nirgends in fj'. In der Tat sei (a") ein 
zweiter Punkt von ^r', und sei A' der zugehorige Wert A x . Dann 
kann man (a') mit (a") durch eine Kurve C verbinden, welche 
ganz in ' verlauft. Da nun die ganzzahlige Funktion ^ offenbar 
in jedem Punkte von C stetig ist, so muB A x konstant sein, und 
darum ist A' = A x . 

Ziehen wir die iibrigen Faktoren H 2 , . . ., H heran und bilden 
wir das Produkt 

(2) H^H;*...H^;F, 

so wild hierdurch eine Funktion dargestellt, welche, von hebbaren 
Unstetigkeiten abgesehen, nur noch in den Punkten einer (2u 4)- 
fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit Wl ein unbestimrntes Verhalten 
aufweist. Nach dem 2. Satze von 5 unten kann diese Funktion 
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daher selbst in diesen Punkten nur hebbare Unstetigkeiten zu- 
lassen. 

Hiermit ist nun dargetan, daJB die Funktion (2) eine analy- 
tische Portsetzung liber die ganze Nachbarschaft des Punktes (a) 
bin gestattet. Sei G(z 19 ...,z n ) die daraus hervorgehende Funk- 
tion. Dann verschwindet G nicht identiseh, und G hat auch keinen 
Teiler iin Punkte (a) mit H gemeinsam. Damit ist denn der Be- 
weis des ersten Teiles des Satzes erbracht. DaB die Bedingung 
notwendig ist, erkennt man ja sofort. 

Eine Erweiterung des Satzes besteht darin, daB man an Stelle 
der Mannigfaltigkeit H=0 eine beliebige regulare (2w 2)-fach 
ausgedehnte oder auch sogar eine (%n l)-fach ausgedehnte Man- 
nigfaltigkeit im Sinne von 7 treten laBt, und dann eine (2n 4)- 
fach ausgedehnte oder auch eine (2w 8)-fach ausgedehnte Man- 
nigfaltigkeit aus der letzteren aussondert. Die Formulierungen 
des Textes dtirften wohl den Bediirfnissen der Praxis besser an- 
gepafit sein. 

Wegen einer Reihe weiterer hinreichender Bedingungen vgL 
man D, Jackson, Annals of Mathematics (2) 17 (1916) S. 172. 

3. Hebfoare Unstetigkeiten. 

Wir wenden uns jetzt zu einer Eeihe von Satzen, welche 
Verallgemeinerungen des Biemannschen Satzes bezliglich des Ver- 
haltens einer Funktion einer Variabelen in der Nahe einer heb- 
baren Unstetigkeit bilden. 

Die Bezeichnung liebbare Unstetigkeit wird hauptsachlich auf 
die Punkte r-fach ausgedehnter, in einem Bereiche T des 2%-di- 
mensionalen Eaumes der Variabelen s l9 ...,z n belegener Gebilde 
SK angewandt, wenn eine Funktion F(z lt ... 9 Zn) sonst analytisch 
in T ist und es auch in den Punkten yon 3)1 wird, sobald ihre 
Definition dort nur in geeigneter Weise getroffen bzw. abgeandert 
wird. Dabei rmiB r < 2n sein. In der Eegel ist r = %n 2 bzw. 
2ra 4. 

Die beiden Hauptergebnisse konnen wir nun kurz, wie folgt, 
aussprechen. 1 ) 

I) Verhalt sick eine Funktion F (% , . . . , n ) in den Punkten 
eines %n-dimensionalen Bereiclies T "bis auf die Punkte einer 



1) Auch der Satz von Bd. 1, S. 330 gestattet eine unmittelbare Verall- 
gemeinerang, welche spater besprochen wird; vgl. 8. 
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ausgedehnten, in T enihaltenen Mannigfaltigkeit ana- 
lytisch und bleibt F aufierdem endlich, so gestattet F eine analytische 
Fortsetzung uber den ganzen Bereich T kin, womit sick denn die 
Ausnahmepunkte als hebbare Unstetigkeiten erweisen. 

II) Verhalt sich eine Function F(zi,... 9 z n ) in den Punkten 
eines %n-dimensionalen BereicJies T bis auf die Punkte einer 
(2n 4)-fach ausgedehnten 1 ), in T entlialtenen Mannigfaltigkeit 
analytisch, so gestattet F eine analytische Fortsetzung uber den 
ganzen Bereich T hin, womit sich denn die Ausnahmepunkte als 
liebbare Unstetigkeiten erweisen. 

In der Praxis besteht die Ausnahmemannigfaltigkeit haufig 
ans den in der Nahe eines Punktes (a) gelegenen Nullstellen einer 
im Punkte (a) analytischen, dort verschwindenden Funktion 
G (#!,..., # n ) bzw. aus den gemeinsamen Nullstellen zweier solcher 
Punktionen, G 1 (z lJ . . ., n ) und (? 2 (%? - -? ^) Aus diesem Grunde 
haben wir auch den zweiten Satz deinentsprechend formuliert. 

Einen besonderen Pall des Satzes I) hat WeierstraB 2 ) schon 
friih erkannt und bewiesen. LaBt sich nanilich die Punktion 
F(z l9 ...,z n ) als der Quotient zweier im Punkte (a) analytischen 
Punktionen darstellen : 



so folgt aus der Voraussetzung der Endlichkeit von F, daB (? 2 zu- 
nachst in jeder Nullstelle eines im Punkte (a) irreduktiblen Pak- 
tors von G l verschwinden muB. Nach dem 1. Satze von Kap. 2, 
8, S. 106, muB G 2 within durch diesen Paktor teilbar sein. So 
wird man der Eeihe nach jeden Paktor von G l aus dem Zahler 
und dem Nenner fortheben konnen, womit denn schlieBlich nur 
eine im Punkte (a) analytische Punktion noch iibrig bleibt. 

Was den zweiten Satz anbetrifft, so hat Hurwitz 3 ) einen be- 
sonderen Fall desselben ausgesprochen und den Beweis dafiir zu- 
gleich angedeutet, indem er hervorhob, daB eine analytische 
Punktion mehrerer komplexen Veranderlichen keine isolierte singu- 
lare Stelle besitzen kann. 1st % = 2, so kann man eine (2tz- 4)- 



1) Oder sogar bis auf die Punkte einer (%n 3)-fach ausgedehnten 
Mannigfaltigkeit . 

2) WeierstraB, FurMonerdehre, 1885, S. 119 = Werke, Bd. 2, S. 146. 

3) A. Hurwitz, Zuricher Vortrag, Verhandlungen des ersten internatio- 
nalen Mathematiker-Kongresses, 1897, S. 104. 
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fach =0-fach ansgedelinte Mannigfaltigkeit eben als einen Punkt 
ansehen, und hiermit ergibt sich Satz II) fur diesen Fall. 

Der Satz gilt indessen aueh fur eine (2^-~3)-diinensionale 
Mannigfaltigkeit von Ausnahmepunkten. 1st n = 2, so bestehen 
die Ausnahmepunkte aus einer oder mehreren Kurven des 4-di- 
mensionalen Eauines. Und nun besagt cler Satz, daJB eine lunk- 
tion F(w,z), welche sonst in der Umgebung eines Punktes (a) 
analytisch ist selbst dann, wenn man nicht weiB, daB sie end- 
lioh bleibt , doch stets eine analytische Fortsetzung iiber die 
gauze Umgebung von (a) hin gestattet und somit hochstens heb- 
bare Unstetigkeiten dort zulassen kann. 

Im iibrigen kann die Umgebung von (a) durch Kurven nie- 
mals in einen Bereich von hoherem linearen Zusammenhange ver- 
wandelt werden. DemgemaB kann es keine mehrdeutige Funktion 
geben, deren Zweige sich in der Nahe von (a) bis auf die Punkte 
einer aus Kurven bestehenden Mannigfaltigkeit analytisch ver- 
halten und im genannten Bereiche ineinander iibergehen. Diesem 
Saohverhalt kann man eine andere Fommlierung geben. 

Satz. Sei T eine linear einfacJi zusammenhdngende Umgebung 
eines Punktes (a), und sei eine Mannigfaltigkeit M r ,r ^ 2u 3, 
vgl 7. Sei T' der Bereich, wekher durch Forthebung der Punkte 
von 2 aus T entsteht. Laflt sich dann ein in der Umgebung eines 
Punktes (z f ) von T r definiertes Funktionselement g u ^ er jeden in T' 
belegenen Weg hin analytisch fortsetzen, so lapt sich % auch in jeden 
Punkt von 27 analytisch fortsetzen, und aus % entsteht somit eine im 
ganzen Bereiche T analytische Funktion. 

Zum Beweise der Satze I) und II) bedient man sich der 
Cauehysehen Integralformel. 1 ) Dadurch erhalt man zugleich Satze, 
weiche viel allgemeiner als die in diesem Paragraphed ausgespro- 
chenen Theoreme sind. Wir wenden uns jetzfc zur Besprechung 
der Binzelheiten hin. 

4. Forts etzttng. Die "beiden Hanptsatze. 

1. Hauptsatz. In einem Kreiszylinderbereiche 
T: i^~a<| <r i9 ' = ^ . 



1) Diese Methods ist von Kistler, Dber FunJdionen von mehreren kom- 
plexen Verdnderlichen, Gottinger Dissertation, Basel 1907, und Hartogs, 
vgl. tmten 9, mit Erfolg verwendet worden. Von Kistler riihren auch 
die beiden vorstehenden Satze (der zweite nur fiir den Fall 2 n 4) her. 



4. Fortsetzung. Die beiden Hauptsatze 189 

sei eine Function .F (^ , . . . , # TO ) im allgemeinen analytiscli. 1 } Dabei 
soil einem beliebigen Wertesysteme (4,... ? <sQ> 

\ Z'i - a i \ < r i-> <i = 2,...,, 

nur eine endliche Anzahl 2 ) von Ausnahmepunkten 

(4*), z' 3 , . . ., z' n ), *=i,2,..., 

entsprechen, und zwar soil 



wo /ij eine Konstante bedeutet. Bleibt F fernerhin endlich, so 
Idftt sicli F uber den ganzen Bereich T hin analytisch -fortsetzen. 

Zum Beweise betrachten wir F(z ly # 2 , . . ., # n ), wobei z i9 /=s,. .,n, 
im Kreise | ^ a i \ < r t - beliebig gewahlt und dann festgehalten 
wird, als Punktion von % allein. Den Voraussetzungen des Satzes 
zufolge wird diese Punktion nur hebbare Unstetigkeiten auf- 
weisen. DemgemaB laBt sich die erganzte Funktion zunachst ftir 
alle Punkte %, welche an die Bedingung 

I z i a i I < r i 9 lh< r i < r i 

gekniipft sind, durch die Cauchysche Integralformel darstellen: 



wobei iiber den Kreis C^: \z l a : = r\ integriert wird. Piir 
diejenigen dieser Punkte, welche der Eelation 



geniigen, war aber die urspriingliche Punktion bereits definiert. 

Nun stellt aber die rechter Hand stehende Pormel eine Punk- 
tion vor, welche sich im ganzen Bereiche 



analytisch verhalt, Kap. 1, 8, 3. Satz, und da nun r( beliebig 
nahe an r I geriickt werden kann, so gestattet diese Punktion eine 



1) Hierin ist ja die Forderung der Eindeutigkeit mit enthalten; Kap. 1, 5. 

2) Diese Anzahl braucht indessen nicht fiir die verschiedenen Punkte 
(4,... ,4) den gleichen Wert beizubehalten. Auch kann ftir einen beliebi- 
gen Punkt (z( 2 , . . . , z' n ) die Menge der Ausnahmepunkte unendlich sein, sofem 
nur die erste Ableitung (I, S. 570, 1. Anm.) oder allgemein eine bestimmte 
Ableitung davon aus einer endlichen Anzahl von Punkt en besteht. 
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analytische Portsetzung iiber den ganzen Bereich T bin. Hier* 
mit ist der in Aussicht genommene Beweis erbracht. 

2. Ha up t sat z. In einem Kreiszylinderbereiche 

Tl n \ ^*- v 41 

j &i U> I <^. 7 j * I , . . , Tt, 

sei eine Funkiion F(z l9 ... 9 z n ) analytisch mit Ausnahme gewisser 
PunUe (z'^iZ'-t...^'}, welche im Bereicfie 



beliebig gelegen sein t durfen; dabei sind Ji 1} h 2 Konstanten. Dann 
laflt sich F uber den ganzen Bereich T liin analytisch fortsetzen. 1 ) 

Zum Beweise nehmen wir 2 i m Kreisringe h 2 < # 2 % i < r a 
und ^-, * = 3,...,, im Kreise |^* a^ < r z - willkiirlich an und hal- 
ten diese Argumente dann fest. Hierdurch geht F in eine im 
Kreise \s 1 % | < r x analytische Punktion von g l allein liber und 
gestattet somit im Kreise 

z l a l \<r' 1 , <r[< r l9 
eine Darstellung durch die Cauchysche Integral! ormel : 



i r Fa z z } 

2miJ i x Zi 



wobei uber den Kreis C^: | % % | = r[ integriert wird. 

Nun stelit aber die reehter Hand stehende Pormel eine Funk- 
tion vor, welche sich im ganzen Bereiche 



analytisch verhalt, Kap. 1, 8, 3. Satz, und da nun r[ beliebig 
nahe an r x geriickt werden kann, so gestattet diese Punktion eine 
analytische Fortsetzung iiber den ganzen Bereich T hin. 



1) Wie man sieht, ist von der EndUchk&it der Punktion bei diesem Satze 
nieht mehr die Bede. Auch wird iiber die Definition oder das Verhalten der 
Punktion in keinem Punkte des Bereiches 



irgendeine Voraussetzung gemacht. 



5. Von der Tragweite dieser Satze 191 

5. Von der Tragweite dieser Satze. 

a) Lineare und allgemeine Trans formationen. Vor allern 1st 
klar, daB jeder der beiden Hauptsatze auch fiir solche Funktionen 
F(z l9 . . ., z n ) gilt, welch e nacli Ausiibung einer nicht-singularen 
linearen Transformation 

4 = 0*1*1 H ----- 1- O kn Z n + C k , *=!,. .,, 

oder allgemeiner einer nicht- singular en analytischen Transformation 



in Funktionen F'(z' 19 . . .,z' n ) iibergehen, die im transformierten 
Bereiche den Bedingungen des betreffenden Satzes geniigen. 

b) Besondere singulars Gebilde. Aus der soeben gemachten 
Bemerkung erkennt man, daB der erste Satz, 4, insbesondere 
zum folgenden, fiir die Praxis niitzlichen Theorem fiihrt. 

1. Satz. In der Umgebung eines Puriktes (z) = (a) sei eine 
Function F(z l9 ...,z n ) im allgemeinen analytisch. Dabei mogen 
die Ausnahmepunkte sicli unter den Nullstellen einer Funktion G 
befinden: 

G(* 1 ,..., n )=0, 

wo G sich im Punkte (a) analytisch verhalt und dort verschwindet, 
ohne identiscli zu verscliwinden* Bleibt F fernerJiin endlich im ge~ 
nannten Bereiche , so ld/3t sich F uber den ganzen Bereicli hin 
analytisch forts etzen und weist somit in den Ausndhmepunkten nur 
hebbare Unstetigkeiten auf. 

Ebenso kann man aus dem zweiten Satze ein besonderes 
Theorem ableiten, welches in der Praxis haufig zur Anwendung 
kommt. 

2. Satz. In der Umgebung eines Punktes (#) = (a) sei eine 
Funktion F(z l9 . . . , # n ) im allgemeinen analytisch. Dabei mogen 
die Ausnahmepunkte sich unter den simultanen Nullstellen zweier 
Funktionen G l und G 2 befinden: 

Gifa,...,^) =0, G a (%,...,0 w ) -0, 

wo G 19 G z sich im Punkte (a) analytisch verhalten und dort ver- 
schwinden, und auflerdem keinen gemeinsamen Teiler im Punkte (a) 
haben. Dann Id/St sich F uber den ganzen Bereich hin analytisch 
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fortsetzen und weist somit in den AusnahmepunUen nur heblare 
Singularitaten auf. 

Eine andere Art singularer Gebilde sind die in 7 zu bespre- 
chenden regularen Mannigfaltigkeiten fc-ter Ordnung, M k . Es 
laBt sich leicht zeigen, daB die obigen Satze auch fiir den Fall 
bestehen, daB die Ausnahniepunkte eine M 2n _ 2 bzw - eine ^a-4 
ausmachen. 1 } 

c) Von der Allgemeinlieit der Satse von 4. Mit Hilfe der 
Bemerkung a) haben wir aus den Satzen von 4 soeben zwei nene 
Satze abgeleitet, welche nach einer Eichtung lain allgemeiner sind. 
Dabei haben wir aber nur einen Teil jener Satze mit aufgenom- 
men, so daB also die Satze dieses Paragraphen nicht als spezielle 
Falle der anderen Satze erscheinen. 

In der Tat verlangen die Yoranssetzungen des 1. Satzes, 4, 
nicht einmal die Stetigkeit des Ausnahmegebildes. Und im Falle 
des 2. Satzes, 4, diirfen die singularen Punkte im besonderen den 
Band eines beliebigen 2ra-fach ausgedehnten Bereiches bilden, so- 
fern derselbe nur im bewuBten Eaumteile: 



liegt. 

6. Bine VerallgemeinerTiiig des zweiten Satzes. 

Satz. In einem Zylinderbereiche 
T: |% a 1 \<r 1 , [ 2 2 |<p 5 \y z ^2 I < 2. 

| gf ai | < r i9 i = s, ...,, 

sei eine Furiktion F(z l9 z%, . . ., ^) analytisch mit Ausnahme gewisser 
Punkte, welcJie im Bereiclie 



beliebig belegen sein durfen; dabei sind \ und Q Konstanten. Dann 
lafit sich F uber den ganzen Bereich T hin analytisch fortsetzen. 



1) Ein anderer Beweis des zweiten Satzes, welcher Interesse bietet, 1st 
von Milne gegeben worden: Bulletin Amer. Math. Soc. (2) 21 (1914), S. 116, 



7. Von der Mannigfaltigkeit M r 
Zum Beweise nehmen wir 2 im Bereiche 
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|a a a*\<P, Q<y^<q bzw. q<y 2 < Q, 
und Zi im Bereiche \z i a i \<r i , <=s, ..,, willkiirlieh an und 
halten diese Argumente dann fest. Hierdurch geht F in eine im 
Kreise | ^ a^ \ < r l analytische Funktion von % allein iiber und 
gestattet somit im Kreise 

I % % I <r[, <r[ <r l3 
eine Darstellung dnrch die Cauchysche Integralfonnel: 



wobei liber den Kreis C^: | % a a | = r[ integriert wird. ' 




z 2 -dene 





Pig. 4. 

Nun stellt aber die rechter Hand stehende Formel eine Funk- 
tion vor, welche sich im ganzen Bereiche 



analytisch verhalt, Kap. 1, 8, 3. Satz, und da r^ beliebig nahe 
an r I geriickt werden kann, so gestattet diese Funktion eine ana- 
lytische Fortsetzung iiber den ganzen Bereich T hin. 



7. Von der Mannigfaltigkeit 



Sei 



Dann soil die Mannigfaltigkeit M r aus den Punkten (%, 
bestehen, wofiir 

(A) ) _ 

O s good, Punk tionentheorie. 11,1. 2. Aujfl. 13 
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ist. Dabei sollen die %n reellen Funktionen y l9 . . ., cp% n der r reel- 
len Argumente t l9 ... 9 t r> r<2, nebst alien partiellen Ableitungen 
erster Ordnung, in einer bestimmten Umgebung des Anfangs 
() = (0) stetig sein und in diesem Punkte die Werte annehmen: 



AuBerdem soil die Matrix 



3R: 



9?! 



im Punkte (i) = (0) vom Eange r sein. 

Der Fall r = 2?? 8. Verschwindet hier die (2n 3)-reihige 
Determinante nicht, welche durch Portlassung der 1., 2. und 
4. Zeile aus der Matrix SJi entsteht, so lassen sich die entsprechen- 
den r = 2 n 8 Gleichungen aus (A) nach den ^ auflosen. In- 
dem nun die also erhaltenen Werte von ^ in den iibrigen 
Gleichungen eingetragen werden, wird JVf 2w _ 3 in der Nahe des 
Punktes (z) = (a) durch die folgenden drei Gleichungen dargestellt: 



(B) 



X=0) 



wobei die Funktionen 



nebst ihren partiellen Ableitungen erster Ordnung, in einem be- 
stimmten Bereiche 



stetig sind und im Punkte (a a , 03, /? 3 , . . ., a n9 (} n ) bzw. die Werte 
a i> Pi 9 Pz annehmen. 

Ist andererseits die (2n 3)-reihige Determinante, welche 
durch Fortlassung der 2., 4. und 6. Zeile (n ^ 3) aus der Matrix 
9)1 entsteht, von null verschieden, so lassen sich die Gleichungen 
(A) durch folgende ersetzen: 

/"DA n, //y /y /v> \ _ 

wobei die Funktionen ^, nebst ihren partiellen Ableitungen 
erster Ordnung, in einem bestimmten Bereiche 

R': 
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stetig sind und Im Punkte (a : , a 2 , a 3 , a 4 , /? 4 , . . .,a n , ft n ) bzw. die 
Werte /3 1? {$%, /? 3 annehmen. 

Wie man sofort sieht, laBt sich jeder andere Fall r = 2n 3 
zunachst auf einen dieser beiden zurackfiihren, indem man eine 
geeignete Permutation der %, . . ., z n vornimmt und eventuell 
auch einige der # fc durch iz lc ersetzt. 

Aber auch der zweite Pall kann durch eine nicht-singulare 
lineare Transformation : 



(I) 



dabei haben wir ja der Kiirze halber (a) = (0) gesetzt; im 
ubrigen haben die hier verwendeten Koeffizienten a l9 ... 9 f}$ mit 
den friiheren GroBen a 1? ...,^5 3 nichts zu tun, auf den ersten 
zuruekgefiihrt werden. Setzt man namlich 



X (!,#!, . . ., ^n,2/n) = % % 

sowie ferner 

i3(oJ 1? y x , . . ., o: W3 y n ) = ^2 / (^; ? j/;, . . ., a?;, &,), 



so handelt es sich darum, ob das Gleichungssystem 

O' n Y 7 n 

sS U , A U 

nach x{ 9 y{ aufgelost werden kann. Dazu geniigt ja, daB die 
Jacobische Determinante 



^(^U^/l) _ G-y/s M uy s , n 

Pa? 



im Anfange nicht verschwinde. Diese ist aber ein Polynom in 
a i> Pi 9 a z> 03*- dessen Koeffizienten nur dann samtlich verschwin- 
den konnten, wenn insbesondere die Koeffizienten der Glieder in 
%j5 3 verschwinden: 



13* 
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nnd dies gebt offenbar niebt an. Das Eesnltat konnen wir, wie 
folgt, zusammenfassen. 

1. Satz. 1st r=%n 3 und legt man ddbei ein niclit-spezia- 
lisiertes Koordinatensystem sugrunde, so lafit sicJi die Mannigfaltig- 
keit M 3n __ 3 durcli die GleicJiungen (B) darstellen. 

1st insbesondere n = 2, so besteht M 2n _ 3 == M l aus einer 
regnlaren, diircb den Punkt (a l9 a 2 ) hindurch gebenden Kurve. 

Der Fall r = 2w 2. Dieser Pall laBt sicb In abnlicher Weise 
behandeln. Wir konnen das Ergebnis ohne weiteres aussprechen. 

2. Satz. 1st r = %n % und legt man ddbei ein niclit-speziali- 
siertes Koordinatensystem zugrunde, so lafit sicJi die Mannigfaltig- 
Tieit M 27l _ 2 dwrch die Gleichungen darstellen: 

(C) !=!, J/1=C0 23 

wobei die FunMionen o)j(x 2) y 2 , . . ., x n , y n ), ^=1,2, nebst iJiren 
partiellen Ableitungen erster Ordnung in einem Bereictie 

\Zk &k\ <^ ? * S32 >- ~i* 

stetig sind und im Punkte (a 2 , f} 2 , . . ., a n , /? n ) bzw. die Werte 
a i 9 Pi annelimen. 

Wie man leicht nachweist, bleibt der Satz aucb dann 
noch bestehen, wenn man an Stelle der bevorzugten Variabelen 
2 l = X-L + iyi> irgendeine andere Veranderlicbe % == Xj, + iy jc 
treten laBt, und zwar gleichzeitig fiir jede Wabl von k. 

Der Fall r = 2n 1. Wir erteilen dem Satze bier zugleich 
eine Formulierung, welche der Aufnabme der dern vorhergehenden 
Satze binzugefiigten Bemerkung entspricht. 

3. Satz. 1st r =2% 1 und legt man dabei ein nicht-spezia- 
lisiertes Koordinatensystem zugrunde, so lafSt sich die Mannigfaltig- 
keit M 2w _! gleiclizeitig duroh jede der folgenden Gleidiungen dar- 
stellen: 

(D) y k =G> i (o; 1 , y i9 .. .,x k , *, x k+l9 y k+lt . . ., x n9 y n ) 9 *=ri,...,n, 

wobei die Funktion co^ nebst iJiren partiellen Ableitungen erster Ord- 
nung in der Vmgebung der Stelle (a lf fi l9 . . ., a^, * ? a k+It /S 7c+1 , . . ., 
n>Pn) stetig ist und im genannten Punkte den Wert /? 7c annimmt. 

DaB eine solche Darstellung fur einen besonderen Wert von 
k, etwa fe = 1, moglicb ist, erkennt man geradeso, wie in den 
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friiheren Fallen. Und nun braucht man nur noch eine nicht-singu- 
lare lineare Transformation mit reellen Koeffizienten zu machen: 

z k = c kl z f j H ----- h c kn z' n , * = !,...,, 

wo wiederum der Einfachheit halber (a) = (0) gesetzt 1st, um zn 
erkennen, daB sich die der Gleichung 

j/ 1 =co l (x 1 , x 2 , y z , . ., x n , y n ) 

entsprechende Gleichung in den transformierten Variabelen nach 
einem beliebigen y' k auflosen laBt. 

Auf Grund der beiden Satze von 4, nebst der Bemerkung a), 
5, erkennt man nunmelir die BichtigJceit der Satze I), II), 3 fur 
Mannigfaltigkeiten M 2n _ 2 bzw. M 2n _ 8 . 

Da iibrigens eine M 2n _ 4 sich in ersichtlicher Weise in einer 
-^271-3 einbetten laBt, so gilt der zweite jener Satze auch fiir eine 



8. Eine Verallgemeinerung eines weiteren Biemannsclien 

Satzes. 

Es handelt sich hier um eine Verallgemeinerung des Eiemann- 
schen Satzes von Bd. I, S. 380. 

Satz. In der Umgebung eines Punktes (z] = (a) sei eine 
Furiktion JP (%,..., n ) ausnalimslos stetig und im allgemeinen ana- 
lytisch. Dabei sollen die AusnaJimepurikte auf einer Mannigfaltig- 
keit M 2n -i, 1, liegen. Dann verlialt sich F auch in diesen 
Purikten analytisch. 

Indem man notigenfalls eine lineare Transformation yoraus- 
schickt, kann man erreichen, daB F sich im allgemeinen in einem 
Bereiche 
T: \Xj a s \<pj, \yj fa\<<lj, ^=i,...,, 

analytisch verhalt, wahreiid andererseits M 2n 1 sich in der Nahe 
von (a) durch die Gleichungen (D), 1, darstellen laBt. 
Es lassen sich fernerhin 2n Zahlen PJ, qj: 



so wahlen, daB, sobald die 2n~l Argumente der Funktion 
an die entsprechenden 2rz 1 der 2n Eelationen 



198 I?3. Singulare Stellen und analytisehe Fortsetzung. Rationale Funktionen 

gekniipft sind, die abhangige Variabele y k = &>% dann der Bedin- 
gung geniigt: 

\yjc- fijcl <& 

Wir erteilen jetzt den letzten n 1 der Argumente z l9 . . .,z n 
von F einen willkiirlichen Weit im Bereiche 



und halten dieselben dann fest. Indem wir F(2 19 z 2 , . . ., # n ) als 
Funktion von % allein betrachten, verhalt sich diese im Bereiche 



analytiscb. mit Ausnahme der Punkte 



Diese bilden aber eine regulate Kurve, welche den Bereich durch- 
setzfc, ohne dabei den oberen oder den unteren Eand desselben, 
2/i A = db 2ij zu treffen. Nach dem genannten Eiemannschen 
Satze verhalt sich F mithin analytisch im ganzen Bereiche 2\. 
Sei ^ ein beliebiger innerhalb der Eandkurve C des Bereiches 

\x I -a l \ <p' 13 | i /Ji | <9i 

gelegener Punkt. Dann laBt sich JP fiir diesen Punkt % und fur 
die friiheren Werte ^ 2 > z n durch die Cauchysche Integral- 
formel darstellen: 

F(z z z } 

^ (%, ^2, . * ., ) 



Wir fassen jetzt die Punktion F fiir einen beliebigen Wert 
von t auf (?! und fur die friiheren Werte der letzten n 2 Argu- 
mente 3 , ...,# ins Auge, wahrend wir 2 bloB auf den Bereich 



beschranken. Dann verhalt sich F, als Punktion von # 2 allein 
betraehtet, analytisch in T 2 und laBt sich auBerdem fiir jeden 
Punkt des Bereiches 

1^2 2 <2>a> 1 2/2 j8 2 | <2a 
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durch die Integralformel darstellen: 

T7> (i \ I v^l ' ^2 > 5 &n) 3 j. 

* (h, %*> z*> - -, *w = ^ j 71^ -a*a> 



wobei C 2 sich auf den Band dieses Bereiches bezieht. 

Indem man so fortfahrt, gelangt man endlich zu einer Dar- 
stellung von F im Bereiehe 

T f : I a, a, i <?;, |3/* &!<$, j = i, ...,, 

durch die Form el: 



*. ^__j_ r_*L_ r df2 

1; ' nj ~ (2*) J t!-^ . i7= 



Nun ist aber _F( 13 . . ., t n ) stetig in jedem der Pnnkte (*!,...,*). 
Mithin stellt diese Porniel eine im ganzen genannten Bereiche 
analytische Punktion vor, und hiermit ist der Beweis geliefert. 

9. Zwei Hartogssclie Satze. 

Hartogs 1 ) hat die Cauchysche Integralformel zur Ermitte- 
lnng von Satzen betreffend analytische Portsetzung iiber Zylinder- 
bereiche hin mit groBem Erfolge angewandt. Dabei isfc der fol- 
gende Satz von prinzipieller Bedeutrmg. 

1. Satz. Sei T = (T 1? T 2 ) ein regular er Zylinderbereicli im 
Eaume der komplexen Veranderlictien (0 X , ^ 2 ) ? un & se ^ ^ e ^ n rvgu- 
larer, in T 2 belegener Bereich, der z^-Ebene. Sei ferner /(%,^ 2 ) 
eine Function von der folgenden BescliaffenJieit: 

a) Im Innern des vier-dimensionalen Zylinderbereiches (T l9 K) 
sei f (% , ^ 2 ) analytisch. Ist fernerhin ^ ein leliebiger innerer Purikt 
von K, so soil /(%,#!,), als Function von % allem betrachtet, am 
Eande C^ von T x stetig sein. 

b) Ist t ein beliebiger Punkt von C 1) so soil f(t l9 z^) t als 
Funktion von z 2 allein betrachtet, im Innern von T 2 analytiscJi 
und am Eande C. 2 dieses Bereiches stetig sein; 



1) Hartogs, Siteungsber. der Munchener Akad. 36 (1906) S. 223. Der 
nachstehende Satz, welcher tibrigens ein wenig anders wie bei Hartogs for- 
muliert ist, ~ - vgl. das Madison Colloquium, S. 166, enthalt die Satze von 
4 als Spezialfalle, ist aber wesentlich. allgemeiner. Darum hielten wir es fiir 
angezeigt, einen einfacheren Beweis jener Satze damals zu geben. Anderer- 
seits hat Hartogs jene Satze nicht erwahnt. 
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c) Endlicli soil /(^ } ^) } wo ^ die Kurve C\ und unaWiangig 
dawn ti die Kmve C% durchlauft, in diesen beiden VerdnderlicJien 

steiig sein. 

Alsdann lapt sicli /(0 1? 2 2 ) 
uber das ganze Innere des Be- 
reiches T liin analytiscli fortsetzen. 

Der Beweis 1st auBerst ein- 
faoh. Zunachst laBt sich / in 
iedem inneren Punkte des Be- 

Pig 5- J 

reiches (T 19 K) vermoge der In- 
tegralformel, wie folgt, darstellen: 




Sodann kann man die hier auftretende Pnnktion /(^ 3 ^ 2 ) 
dureli erne zweite Anwendung der Integralformel in der Form aus- 
driicken : 



So koinmt denn: 



Diese Formel stellt nun nacli Kap. 1, 8, 3. Satz eine im 
ganzen Bereiche T analytische Punktion vor, welche auBerdem 
in eineni vier-diinensionalen Teile von T, namlich im Zylinder- 
bereiche (T I9 K) 9 mit der vorgelegten Punktion /(^i, ^ 2 ) ^b 61 " 
einstimmt. Hiermit ist der Beweis des Satzes geliefert. 

Er&rterung des Satzes. Vor allem wollen wir das Wesen der 
Voraussetzungen einer naheren Kritik unterziehen* Die Hypo- 
these a) ist, sozusagen, eine vier-dimensionale, da sie sich auf je- 
den Punkt einer vier-dimensionalen Mannigfaltigkeit bezieht. In 
gleichem Sinne ist b) drei-dimensional, und endlich ist c) zwei- 
dimensionaL 

Die Hypothese a) hat ferner dieselbe Dimensionality als der 
vorgelegte Bereieh T selbst. Die Hypothese b) bezieht sich auf 
ein Stuck des Randes, welches dieselbe Dimensionality wie der 
ganze Band besitzt. Endlich hat c) es nor mit einem am Eande 
belegenen Gebiete von niederer Dimensionalitat zu tun. 



9. Zwei Hartogssche Satze 9Q1 

Um mehr geometrische Fiihlung fiir den Tatbestand zu ge- 
winnen, kniipfen wir an die Vorstellungen der algebraischen Geo- 
metrie an, wobei man von Kurven und Plachen im imaginaren Ge- 
biete redet und zur Vorstellung davon die Anschauung im gewohn- 
lichen Baume gewissermaBen auf den komplexen Baum iiber- 
tragt. So hat man sich denn hier den Zylinderbereich T als ein 
Bechteck in der (z I9 # 2 )-Ebene der analytischen Geometrie zu den- 
ken, wobei also ein vier-dimensionaler Bereich durch Analogie 
von einem Stiicke der Ebene vertreten wird. 

Die Hypothese a) bezieht sich nun auf einen schmalen, das 
Bechteck durchquerenden Streifen, 
wahrend die Bedingungen b) und c) 
sich bloB am Bande bewegen. Als 
Brgebnis erhalten wir dann eine Port- 
setzung der zunachst bloB in jenera 
Streifen erklarten Punktion iiber das " 



Pig. 6. 

ganze Bechteck bin. 

Ausdehnung desselben auf n > 2 Argumente. Die Verallgemeine- 
rung des Satzes liegt schon auf der Hand. So wird man im Palle 
n = 3 von einem regularen Zylinderbereiche T = (T I9 T 2 , T 3 ) nebst 
zwei in T 2 und T 3 belegenen regularen Bereichen K 2 bzw. K% 
ausgehen und verlangen, 

a) daB f(^i 9 z 29 z s ) sich im Bereiche (T ly K 2) K 3 ) analytisch 
verhalte und auBerdem, als Punktion von z allein betrachtet, 
wobei ^ in K i = 2,3) liegt, am Bande C^ von T l stetig sei; 

b) daB /(i,# 2 ,#3), als Punktion von ^ 2 allein betrachtet, wo- 
bei ti auf C l und z z in K$ liegt, sich im Bereiche T 2 analytisch 
verhalte und stetig am Bande <7 2 desselben sei; 

c) daB f(ti,tz 9 Zs) 9 als Punktion von # 3 allein betrachtet, wo- 
bei t auf Cf liegt, sich im Bereiche T 3 analytisch verhalte und 
am Bande <7 3 desselben stetig sei; 

d) daB f(t l9 t z , i s ) stetig sei, wenn t l9 t 2 , t$ unabhangig 
voneinander bzw. die Kurven I3 (7 2 , <7 3 durchlaufen. 

Als dann laBt sich / liber den ganzen Bereich T analytisch 
fortsetzen. 1 ) 

Insbesoiidere werden die Bedingungen des Satzes sicher er- 
ftillt, wenn sich die Punktion /(%,..., z n ) in jedem Bandpunkte 



1) "Wegen einer Verallgemeinerung dieses Satzes vergleiche man Har- 
togs, a. a. 0., S. 234, sowie das Madison Colloquium, S. 171. 
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eines regularen Zylinderbereiches T = (T 19 . . ., T n ) analytisch ver- 
halt. Hiermit haben wir bereits einen Beweis des folgenden 

Satzes. 

2. Satz. 1st eine Function /(%,... , z n ) in der Umgebung 
eines jeden Bandpunktes eines regularen Zylinderbereiches 



eindeutig erkldrt und verhdlt sich f dort analytisch, so gestattet f 
eine analytische Fortsetzung uber den ganzen Bereich T. 

Mit diesern Satze hat Hartogs a. a. 0. den ersten Spezial- 
fall eines der frappantesten Satze aus der Theorie der Funktionen 
mehrerer komplexen Veranderlichen gefunden. Der Satz gilt 
nainlich allgemein fur einen beliebigen Bereich T des 2w-dimen- 
sionalen Eaumes, vgL 11. 

Nachdem Hartogs seinen Satz bewiesen hatte, erhielt dann 
E. E. Levi 1 ) den folgenden Satz. Verhalt sich eine Funktion 
zweier Argument e, f(x 9 y) 9 in jedem Eandpunkte eines vier- 
dimensionalen Bereiches T meromorph, so laBt sich / im Innern 
von T meromorph fortsetzen, d. h. analytisch fortsetzen, derart, 
daB die also erhaltene Funktion sich liberall im Bereich T mero- 
morph verbal t. 

Indem man nun die Methoden von Hartogs und Levi kom- 
biniert, gewinnt man den vorhin erwahnten Satz von 11, wel- 
cher eben darin besteht, daB man im Levischen Satze das Wort 
meromorph durch analytisch ersetzt und zugleich den Fall n ^ 2 
aufnimmt. Der Beweis dieses Satzes hangt vom Satze des nach- 
folgenden Paragraphen ab. 

10. Ein welter er Satz von Hartogs. 

Satz. 2 ) Sei f(x l9 ... 9 x n ,y)=f(x 9 y) eine Funktion, welche 
sich in jedem Punkte der Menge 

y. i nl 77" C\ ^ 17". 

* I y = xi , u <c jti ; Xf = a$ } ? = i,..,, 

analytisch verhdlt und sich Idngs keines der Wege 

L: y=te ai , Q^t^K-, Xt = a i9 / = !,...,, 



1) VgL unten, 13. 

2) Hartogs, a. a. 0. 
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~bis in den Punkt (x 9 y) = (a, 0) analytisch fortsetzen lafit. Alsdann 
gilt es einen Zylinderbereich = (u *)$Qn)> 



derart, da/3 f(x,y) sich in jedem Punkte (x } y} } wo (x) in liegt 
und | y ( = K ist, analytisch verhalt, wahrend andererseits jedem 
Punkte (x) von mindestens ein Punkt y = Q6 0i , ^ Q < K, 
entspricht, wofur f(x,y) Idngs der Kurve 

L : y = te ei , @<Lt<^K; x i =cc. ) < = i, ...,, 

&is in yede NacJibarscJiaft der Stelle (x, y Q ] hinein analytisch fort- 
gesetzt werden kann, oJme jedocfi diesen Punkt selbst zu erreichen. 

Der Kiirze halber setzen wlr a i =Q, /=i, .., Da / sich in 
jedem Punkte der abgeschlossenen Menge 

^ = 0, ;!,...,; 1 7/1 =Z 

analytisch verhalt, so gibt es n + 1 positive Zahlen, Ji i9 /=i,. .,; 
k < K, derart, daB / sich auch in jedem Punkte des Bereiehes 

T: \Xi\hi, -i,-.,; g\y\K, 

analytisch verhalt. 

Sei (a; ) = (x\, . . ., a;) ein beliebiger innerer Punkt des 
Bereiehes = ( 1? . . ,, n ): 



und sei ferner 

< s i < 

Dann verhalt sich / im Bereiche 
T': \Xt-x<>\^8 i9 

analytisch. Dagegen lafit sich diese Funktion nicht iiber den 
iibrigen Teil des Bereiehes 



analytisch fortsetzen, wie man aus dem 1. Satze von 9 erkennt. 
In der Tat gewinnt man AnschluB an jenen Satz, indem man 
^ 1= =y 9 2% = x k _ l9 *=a,3,..., setzt und als Bereich T 1 den Kreis 
\y\^K nimmt, wahrend T fc5 A =2,3,..., aus dem Kreise 
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1%-il^^c-i bestehen soil. Endlicli werde K 1z mit dem Kreise 
| $fc-i JJ-i | ^ fifc-i identifiziert. 1 ) 

Sei Q die untere Grenze der Werte, welche g annehinen kann ? 
wenn man (a; ) und die e t festMlt. 1st Q = 0, so ist y g = schon 
der in Aussicht genommene Punkt. Ist dagegen Q > 0, so muB es 
offenbar mindestens einen Punkt y = ^ auf dem Kreise 
|7/| =g geben, derart, dafi die Funktion f(x,y) sich nicht langs 

des "Weges 

y=te ef , Q^t^E; x t = x, /=!,...,, 

bis in den Puakt ( ? j/ ) hinein analytisch fortsetzen laJSt. Hier- 
niit ist der Satz bewiesen. 

Znsatz. 2 ) Sei P ein EandpunU einer Hyperkugel } und sei 
/(%, ...,^) eine FunUion, welclie sicli in dem aufierhalb belege- 
nen Teile T der Umgebung von P analytisch verkdlt. Dann Idftt 
sich f am PunUe P uber T hinaus ins Innere von $ analytisch 
fortsetzen. 

Wir wollen den Anfang in den Mittelpunkt von S verlegen 
und auBerdem die Hyperebene z n = durch P hindurchgehen 
lassen. Dann wird P die Koordinaten (%, . . ., fl^-i, 0) baben, wo 



ist, und die Hyperkugel wird durch die Gleichung 



dargestellt. Als Bereich T darf man die Punkte (z) nehmen, deren 
Koordinaten an die Bedingungen gekniipft sind: 



wo ^ eine geeignete positive Zahl bedeutet. 

Der Binfachheit der Darstellung halber sei zunachst n = 2, 
.^ = a;, z% = y, % = a 4= 0. Dann wird p = | a | , und T besteht 

aus den Punkt en 

I i 2 + | y 

\y \ <h 2 , 



1) Diesen Schritt kann man auch vermoge des Laurentschen Satzes be- 
griinden; vgl. Levis Beweis des entsprechenden Satzes von 12. 

2) Dieser Satz findet sich nicht bei Hartogs. Er ist dem entspreehen- 
den Satze von Levi fur den Fall n= 2 (11, Zusatz) nachgebildet. 
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Wir nehmen K so an, daB 

<K < ft 2 . 
Dann liegt jeder Punkt (x,y), wofur 

x = a, | y | = K 

ist, in T, und darum verhalt sich f(x,y) in jedem dieser Punkt e 
analytisch. 

Ware nun der Satz nicht richtig, so miifite es dem Haupt- 
satze dieses Paragraphen gemaB eine positive Zahl li ^ 7^ geben, 
derart, daB, wenn x = a' ein beliebiger Punkt des Bereiches 

(1) | x a | < h 

1st, die Funktion f(x,y) sich unmoglich langs jedes Weges 
L: y=te ei , Q^t^K, 6 = const.; x = a' 

bis in den Punkt (x,y) = (a', 0) analytisch fortsetzen laJSt. 

Hiermit sind wir aber zu einem Widerspruch gefiihrt worden, 
indem wir nun a' im Kreise (1) nur so annehmen, daB 

| a' | > | a 1 

wird. Denn jeder Punkt (x,y) 9 wofiir x == a' und | y \ ^ K ist, 
liegt ja in T, und in T ist f(x,y) doch analytisch. 

Im Falle n > 2 verlauft der Beweis parallel. Man nehme hier 

0<K<h n 

an. Dann ist f(x,y) in jedem Punkte (a l9 . . ., a n _ 1? y) analytisch, 
wofiir \y\ = K ist. Jetzt setze man voraus, der Satz sei falsch, 
und ziehe man den Hauptsatz dieses Paragraphen heran. Hier 
tret en an Stelle von (1) die n 1 Ungleichungen 

(2) I a* 0*1 <h, 

wo < h ^ lift, A=I,. ..,-!. Als Punkt (x) wird man einen Punkt 
(a[, . . ., a^_ 3 ) wahlen, wofiir 

I i I 2 + ' + I <~i I 2 > P 2 > 

| 04 a ft | < ft, *=i,... ,-i. 

Dann wird jeder Punkt (a[, . . ., a' n ^ 19 y}, wofiir \y\-^K ist, in 
T liegen, und somit ist f(x, y) analytisch in all diesen Punkten. 
Dies widerspricht aber der Aussage jenes Hauptsatzes. 
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Bemerkung. Wir machen noch darauf aufmerksam, daB der 
entsprechende Satz, wobei die Hyperkugel durch eine Hyperebene 
ersetzt \rad, nicht gilt. Sonst -wiirde insbesondere eine Funktion 
f(%,y}, welche im Bereiche 

f SR(a;) >a (a, reell und > 0) 

T: | \x ct\<h, \y\<h 

analytisch 1st, sich iiber die ganze Umgebung des Punktes 

(x,y) =(a,Q) analytisch fortsetzen lassen. Sei / eine Funktion 

von x allein, welche sich im Bereiche 

9^0) >a ; \x a\<h 

analytisch verhalt und die Kurve ^(x) = a znr natlirlichen Grenze 
hat. Fiir diese Funktion ist der Satz falsch. 

Aus den voraufgehenden Entwicklungen geht folgender Satz 
hervor. Sei G(x,y) eine im Punkte (a,b) analytische, dort ver- 
schwindende, aber nicht identisoh verschwindende Funktion der 
beiden unabhangigen Variabelen x,y. Darm ist die reelle durch 
die Gleichung G(x,y} =0 definierte Flache des vier-dimensionalen 
Kaumes der komplexen Veranderlichen (x, y) iiberall gleichsam 
negativer (oder wenigstens nicht positiver) Krummung, da es 
keine durch (a, V) gehende Hyperkugel gibt, welche diesen Ort in 
der sonstigen Umgebung von (a,b] im Innern enthalt. 

11. Ein Satz betreffend analytisclie Fortsetzung. 

Satz. 1 ) Sei T ein endlicher Bereich des %n-dmensionalen 
Baumes, dessen Rand aus einem einzigen Stucke besteht, und sei 
ferner f(z l9 . . .,z n ) eine Funktion, welche sicli am Rande von T 
analytisch verhalt. Dann laftt sich f durch analytische Fortsetzung 
zu einer im ganzen Bereiche T analytischen Funktion erganzen. 

Der Voraussetzung des Satzes gemaB laBt sich der Eand, C, 
von T in einem 2n-dimensionalen Bereiche % einbetten, worin 
/(#i, ...,#) eindeutig ist und sich analytisch verhalt. Mithin kann 
man unbeschadet der Allgemeinheit annehmen, daB T sich aus 
einer endlichen Anzahl von Hyperwiirfehi zusammensetzt. Ist 
ein nicht-spezialisierter innerer Punkt von T , so wird ein belie- 
biger von ausgehender Strahl den Eand C in einer endlichen 
Anzahl von Punkt en treffen. Seien A 1 B I , . . ., A k B k , wobei 



1) Hartogs, a. a. 0., S. 281. 
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AI=O sein soil und A i (i > 0) zwischen und B i liegt, die 
verschiedenen Segmente dieses Strahles, welche in T liegen. Dann 
kann k zwar verschieden fiir verschiedene Strahlen ausfallen, doch 
wird k fur die Gesaintheit der Strahlen endlich bleiben. 

Wir wollen nun die vorgelegte Funktion /(%,..., -s? n ) von 
jedem Punkte B i aus nach A t zu analytisch fortsetzen. Ich be- 
haupte: der Punkt A i ist auf diese Weise stets zu erreichen. 
Ware dem nicht so, so zeichne man auf der Strecke B i A i den 
Punkt (f) auf, welcher die analytische Fortsetzung hemmt. Und 
nun braucht man nur die kleinste Hyperkugel um zu legen, 
welche diese Punkte () enthalt. Sei P ein Punkt dieser Hyper- 
flache, welcher entweder selbst ein Punkt () oder aber eine 
Haufungsstelle solcher Punkte ist. Dann verhalt sich /(%,...,#) 
in demjenigen Teile einer geeigneten Umgebung von P, welcher 
auBerhalb $ liegt, analytisch, gestattet aber keine analytische 
Portsetzung iiber P hinaus ins Innere von <8. Dies widerspricht 
dem Zusatze von 10, und hiermit ist die Eichtigkeit der Be- 
hauptung erwiesen. 

Durch diese Portsetzungen wird eine Funktion 99(21, ..., # n ) 
im ganzen Innern von T eindeutig erklart, und zwar verhalt sich 
dieselbe uberall in T analytisch, und stimmt am Eande von T 
mit der vorgelegt en Funktion f(z i9 ..., # n ) iiberein. In der Tat 
kann man die Strecken -4$J3 t - zu einem oder mehreren Bereichen 
$1 $2 9 zusammenf assen, derart, daB ein von ausgehender 
Strahl den Bereich S k hochstens in einer der genannten Strecken 
trifft. Einer dieser Bereiche, S 19 stoBt jedenfalls an den Punkt 
0. In Si verhalt sich die Funktion nicht bloB analytisch, sie 
nimmt auch in alien Eandpunkten von Si, welche zugleich auch 
Randpunkte von T sind, dieselben Kandwerte an, wie die vor- 
gelegte Funktion. 

Ist T hiermit noch nicht erschopft, so gibt es einen zweiten 
Bereich, S 2 , der ein (2w. l)-fach ausgedehntes Eandstiick mit 
Si gemein hat. Und nun erkennt man sofort, daB die Funk- 
tion <P(ZI, . . ., TC ) in S 2 eine analytische Fortsetzung derselben in 
Si ist, sowie daB sie in S 2 ebenso beschaffen ist wie in Si. 

Da die Bereiche 8% nur in endlicher Anzahl vorhanden sind, 
so werden sie schlieBlich alle angegliedert, und hiermit ist der 
Beweis erbracht. 

Bemerkt sei noch, daB der Satz nicht zu gelten braucht, 
wenn T nicht endlich ist, wie folgendes Beispiel zeigt. Sei T 
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der Bereicli des Eaumes der Funktionentheorie, 

\x\ gl, \y\ goo; 

und sei 

f(x, y) = log^-, a =$=!}, a <1, |& <1. 

Andert man dieses Beispiel dahin ab, daB man \y\ ^1 an 
Stelle von \y ^ oo setzt, so liegt nun der Punkt (a;, y) = (a, 1) 
am Bande, und die Bedingungen des Satzes sind also hier nicht 
mehr erfullt. 

Ein weiterer Satz, welcher aus dem Zusatze von 10 un- 
mittelbar hervorgeht, nnd welch er iibrigens dem letzten Levi- 
schen Theorem, 18, entspricht, ist folgender. 

Theorem. Sei E eine abgeschlossene Punktmenge des %n- 
dimensionalen Baumes, und sei r die Entfernung eines beliebigen 
Punktes dieser Menge von einem festen Punkte 0. In einem Punkte 
P von E habe r ein relatives Maximum. Sei ferner T ein Bereicti, 
dessen Band zum Teil oder ganz aus den Punkten von E besteht, in 
der Nahe von P aber keine nicht zu E gelwrigen Bandpunkte besitzt, 
und au/Serdem von der Fortsetzung der Strecke OP in der Nahe von 
P getroffen wird. Alsdann kann es keine Funktion /fe,...,^) 
gelen, welche sich in T analytisch verMlt und sich niclit uber P 
hinaus analytisch fortsetzen lafit. 

12. Von den Levisclien Satzen. 

In diesem Paragraphen werden Satze entwickelt, welche so- 
wohl znm Beweise des Levischen Satzes von 13 als auch bei 
einer Eeihe anderer Untersuchungen Anwendung finden. 1 ) 

Hilfssatz. In einem Zylinderbereiclie 
T: k\y\K, \x t -a,\ li i9 *-!,...,, 

sei eine Funktion f(i,...,x m ,y)=f(x,y) analytisch, und man 
entwickle diese Funktion nacli dem Laurentsclien Satze: 



1) Die Mer, sowie im folgenden Paragraphen, zur Sprache gebrachten 
Satze und Methoden sind von E. E. Levi in einer wichtigen Abhandlung 
niedergelegt worden; Annali di Matematica, (3) 17 (1910) S. 61. Dabei be- 
sohrankt sich Levi auf den Fall m 1. 
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Damit nun f(x, y) eine analytisclie Fortsetmng gestatte, welche 
sicli im KreiszylinderbereicJie 

T x : \y\ ^K, | a, a, | ^h i9 <-!,...,,, 

meromorph verhalt, ist notwendig und "hinreichend, dap es ein Funk- 
tionensystem A t (x) = A i (x l) . . ., x m ), *=i ,...,?, gibt, derart, da/3 die 
Relation 

(1) 9n-l(x) + Ai(x)g n _ l + i(x) H ----- 1" A l (x)g n (x) = 

fur alle negativen Werte von n: n= 1, 2, . . ., besteht, wobei 
A { (x) im Bereiche 

$: \x i a i \ ^ Ti i9 * = i,. .,*, 

analytisch ist. 

Damit f(x, y) die genannte Fortsetzung gestatte, reiclit indessen 
kin 1 ), da/3 es ein Funktionensystem AI(X) A i (x i9 . . ., x m ) , 
* = o,i,.. ,k, gibt, derart, da/3 die Relation 

(2) A Q (x)g n _ k (x) + -4i(aj)ff-fc+i(a?) H ----- h A k (x)g n (x) = 

fur alle negativen Werte von n: n = 1 ? 2, . . ., besteht, wobei 
A i (x) im BereicJie $Q analytisch ist und nicfit alle A i identiscli 
verschwinden. 

Die Eichtigkeit des zweiten Teiles des Satzes erkennt man 
sofort, indem man die Funktion 



<p(x l9 . . ., x m , y) = cp(x, y) = A Q y* + A^-i -\ ----- \- A* 
bildet und das Produkt 

<p(x,y) i(x,y) =y(x,y) 

wieder nach dem Lanrentschen Satze entwickelt. Dabei fallen die 
Glieder mit negativen Potenzen von y fort, so daB also ip eine 
analytische Fortsetzung liber den ganzen Bereich T x bin ge- 
stattet. Und da nun <p(x,y) sich ebenfalls in T^ analytisch ver- 
halt, so ergibt die Darstellung 

< 3 > '* )-?$ 

das erwiinschte Eesultat. 



1) Diese Formulierung ist fiir die Anwendungen bequem. Dem Inhalt 
nach ist es ja egal, ob man die Bedingung in der Gestalt (1) oder (2) ansetzt. 

O s good, Pun ktionentheorio. 11,1. 2. Aufl. 14 
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Hiermit ist auch zugleich gezeigt, daB die Bedingung (1) bin- 
reicht, derm diese subsumiert sich ja als ein besonderer Fall un- 
ter (2). 

Um die Notwendigkeit der Bedingung (1) zu beweisen, sei 
(as , jfo) eine in T l belegene singulare Stelle von f(x, y). Dann 
laJSt sich / in der Nahe dieser Stelle durch die Formel darstellen 



wobei P und Q sich beide in (X Q , y Q ) analytisch verhalten und P 
dort verschwindet, and wo auBerdem P und Q im Punkte (X Q , y ) 
keinen gemeinsamen Teiler haben. 
Ist nun 



so laBt sich der Vorbereitungssatz auf P(%,y] anwenden: 

G(x, y) = (y y ) u + C 1 (y y^"" 1 + + C u9 
und da hier 

P (a* y) = (?/ - y o y 12 (oj, 2/) , fl (, y ) =f 

ist, so gibt es keinen zweiten Punkt y' der Dmgebung von j/ , 
wofur (a; , j/') eine singulare Stelle von f(x,y) ware. 

Jetzt behaupte ich: Die Punktion P(#, y) verschwindet 
nicht identisch. Im anderen Falle wiirde es namlich einen gan- 
zen den Punkt j/ umfassenden Bereich r des Kreises 

geben, derart, daB, wenn y ein beliebiger Punkt von r ist, der 
Punkt (x, y} zu einer singularen Stelle von / wird. 

Diesen Bereich r lasse man nun wachsen. Er kann den gan- 
zen Kreis nicht ausfullen, dene / verhalt sich ja analytisch, 
wenn y im Einge h ^ | y \ <L K und (x) beliebig in liegt. Sei 
also y l ein Grenzpunkt, woriiber r sich nicht hinaus dehnen kann. 
Setzt man nun die Eelation (4) fur den Punkt (&,y^ an: 



so fiihrt sowohl die Annahrne: P 1 (rc, y) =& 0, als auch die 
andere: P l (x } y) ^ direkt zu einem Widerspruch. 
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Hiermit haben wir also das Besultat erreicht, daB die Punkte 
t/ von , weiche mit einer vorgegebenen Stelle (x) von zusain- 
mengenommen singulare Stellen (#, y ) von /(or, y) lief em, eine 
im abgeschlossenen Bereiche isolierte, und darum auch end- 
liche Menge bilden. Im iibrigen liegen diese Punkte y alle schon 
im Kreise 



Sind auJBerwesentliche singulare Stellen zweiter Art vorhanden, 
so liegt jeder zu einer davon fiihrende Punkt (#) auf einer 
(2m 2)-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit 1 ) Wl des Bereiches ); 
vgl. 1. Sei (#) ein Punkt von , welcher nicht auf SK liegt, 
und sei Z die Anzahl der im Kreise belegenen Pole 2/ OJ jeden 
mit der gehorigen Multiplizitat gezahlt. Sodann erkennt man, 
indem man den Vorbereitungssatz auf den Nenner P(x,y) von 
(4) anwendet, daB I fiir alle anderen Punkte einer gewissen Nach- 
barschaft von (x) den gleichen Wert beibehalt. DemgemaB ist 
aber I auch im ganzen Bereiche exklusive der Punkte von 3Ji 
konstant. 

Wir bezeichnen nun die zum Punkte (#) gehorigen Werte y Q 
mit y l9 . . ., y l und bilden die Summe 



Letztere Funktion ist eindeutig im Bereiche exklusive der 
Menge 3JI, und verhalt sich dort analytisch. Im iibrigen bleibt sie 
endlich in den Punkten von 2R. Nach dem ersten Satze von 5 
hat sie also nur hebbare Unstetigkeiten in 3Ji und lafit sich somit 
zu einer in ausnahmslos analytischen Funktion erganzen. 

Daraus ergibt sich, daB die GroBen ?/i,...,2/ z Wurzeln einer 
Gleichung 

<p(x, y) =y l + A^-i + - - - + A l = 



sind, wobei A Je (x) = A^x^, . . ., x m ) sich in analytisch verhalt. 
Bildet man nun die Funktion 

<p(x,y)f(x,y) =y>(x,y) 

und nimmt man (a?) in willkurlich an, so weist y(x, y) 9 als 
Funktion von y allein betrachtet, nur hebbare Unstetigkeiten in 



1) Im Falle m = 1 reduziert sich 23^ auf eine endliche Anzahl von Punkten. 

14* 
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auf. Mithin laBt sich y(x,y) in jedem Punkte (x,y), wo 
f(x 9 y) definiert ist, durch die Integralformel darstellen: 



Dabei Trird das Integral liber einen Kreis C: \y\=E + e, hin- 
erstreckt, wo a eine geeignete positive Zahl bedeutet. Die rechter 
Hand stehende Funktion verhalt sich aber analytiscli in jedem 
Punkte von T l5 und hiermit ist nun der Beweis erbracht. 

M&romorphe Fortsetzung. Die nachstehenden Satze lassen sich 
bequemer aussprechen, wenn es uns gestattet wird, den Begriff 
der meromorphen Fortsetzung einzufiihren. Sei /(%,..., ) im 
Punkte (%,...,) meromorph, und sei L eine einfache regulare 
von L ausgehende Kurve. LaBt sich L in einem soldi en 2%-dimen- 
sionalen Eohrehen E einbetten, daB sich die analytische Fort- 
setzung von / im Innern von B iiberall dort meroniorph verhalt, 
so sagen wir ? / gestattet meromorpJie Fortselzung langs I/. Wie 
die Definition auf den Fall, daB L sich schneidet, auszudehnen 
ist, liegt nun auf der Hand. 

Wir sincl jetzt in der Lage, Levis tlbertragung des Hartogs- 
schen Satzes von 10 auf den meromorphen Fall zu begriinden. 
Dabei erteilen wir dem Satze zugleich eine allgemeinere Formu- 
lierung und sprechen ihn auch fur den Fall von m + 1 Argu- 
ment en aus. 

Satz. 1 ) Sei f(x l9 ..., x m , y) =f(x, y) eine Funktion , wdche 
sich in jedem Punkte der Menge 

Z: \y\=K, 0<K, x t = a i9 <=i,...,m, 

meroniorph, in einem Teile dieser Punkte aber analytisch 2 } verhalt, 
und sicli langs keines der Wege 

L: y=te tti , Q<^t<=K, x i ==a i , <=i,...,wi, 

bis in den Punkt (x,y] = (,0) meromorpJi fortsetsen lafit. 
Alsdann gibt es einen Bereich 



1) Der erweiterte Satz von 15 stellt im wesentlichen eine andere For- 
mulierung dieses Satzes vor. 

2) DaB diese letzte Bedingung nicht aus der ersten hervorgeht, zeigt das 
Beispiel: f(x, y)=* 1 /?>(), wo 93 im Anfang irreduktibel ist. 
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derart, dafl f(x 9 y) sich in jedem Punkte (x,y), wo (x) in liegt 
und | y | = K ist, meromorph verhalt, wdhrend andererseits jedem 
Punkte (X Q ] von <p ein Punkt y g = @e e % ^ q < K entspriclit, 
ivofur f(x,y) Idngs der Strecke 

L : y=te ei , g<t^K, a, = rc, <=i,. ..,/, 

bis iw ^'ede Nachbarschaft der Stelle (X Q , y ) Jiinein meromorph fort- 
geselzt werden kann, olme jedoch diesen Punkt selbst zu erreichen. 

gei y I =Ke ei ein beliebiger Punkt des Kreises \y\=K. 
Ist (x,y) = (a, 2/j) eine singulare Stelle von f(x,y), so laBt sich 
/ in der Nahe von (a,y^ in der Form darstellen: 



wo 9? und ip im Punkte (a, y^ teilerfremd gegeneinander sind. Im 
Palle 

<p(a 9 y) ^0 

ist, beweist man mit Hilfe des Vorbereitungssatzes geradeso wie 
vorhin, daB es keinen zweiten Punkt y r der Umgebung von y 1 
gibt, wofiir (a,y r ) ein singularer Punkt von f(x,y] ware. 

Ware dagegen cp(a, y) == 0, so rniiBte auch jeder Punkt (a, y), 
\y\=K, eine singulare Stelle von i(x 9 y) sein, und dies ver- 
stoBt eben gegen die Yoraussetzung. 

Hiermit hat sich ergeben, daB hochstens eine endliche An- 
zahl singularer Punkte (a>,y), wo K~~e<\y\<K + e ist, vor- 
handen sein konnen. Indern wir nun K notigenfalls durch eine 
etwas groBere Zahl K^ ersetzen, wird sich / in jedem Punkte 
(a,Kie et ), ^ 6 < 2jr, analytisch verhalten. Der Binfachheit hal- 
ber nehmen wir an, daB dies schon fur die urspriingliche GroBe 
K zutrifft. 

DemgemaB gibt es einen Bereich 



derart, daB, wenn (oj) ein beliebiger Punkt von 

ist, f(x,y) sich nicht bloB meromorph, sondern sogar analytisch 

im Punkte (#, y') verhalt. 

Ware nun der Satz nicht richtig, so mtiBte es einen Punkt 
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(x) von geben, wofur die Funktion f(x,y) sich langs jedes 

Weges 

y = te ei , 0<!*t<*K, = const., #*= a?J, *-=i,...,m, 

bis in den Punkt (x , t/) = (#, 0) meromorph fortsetzen laBt. 
Durch diese Fortsetzungen wird aber f(x,y) zn einer Funktion 
erweitert wir betrachten / namlich zuerst bloB in der Umge- 
bung der Menge 2 , welche sich in einem Bereiche 

wo < 8^ < lii | x a z \ ist, meromorph und auBerdem in den 
Punkten (x, y) davon, wofiir | y \ = K ist, analytisch verhalt. 

Hiermit sind nun alle Bedingungen des ersten Teiles des 
Hilfssatzes fiir einen Bereich 

erfiillt, und darum rnuB es, der Laurentschen Entwicklung um 
den Punkt (x 9 y) = (x, 0): 

00 
/"| N 4 ff ai\ - ^^ -y ({ft} 1f n 

entsprechend, I im Bereiche 



analytische Funktionen a^x) geben ? derart 3 daB die Gleichung 
(2) 7n-i(x) + <*i(x)y n -i+i.(v) H h ai(x)y n (x) = 

flir alle Werte n = 1 , 2, ... besteht. 

Andererseits werde f(x,y) um den Punkt (x, y) = (a, 0) naeh 
dem Laurentschen Satze entwickelt: 

00 

(3) i(*,y)=2g(*)ir- 

w = eo 

Da die Entwicklungen (1) und (3) ubereinstimmen, wenn (x) in 
6 liegt und \y\ = K ist, so folgt hieraus, daB identisch 

gf n () = y n (x), oo < n < oo. 

Jetzt erkennt man, daB auch die unendlich vie] en Gleichungen 
in den Unbekannten f OJ . . ., <? z 

z + i(a?) + h f^() =0, n = -l,~2 f ... 
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deren Koeffizienten gr_ x (x) , g__ 2 (x) , . . . sich im Bereiche ana- 
lytisch verhalten, zunachst im Bereiche |) eine von der identischen 
verschiedene Losung zulassen. Aus der Theorie der linearen Ab- 
hangigkeit 1 ) folgt dann weiter, daB es I + 1 in analytische nicht 
alle identisch verschwindende Funktionen A^(x) gibt, derart, daB 
in alien Punkten von die Gleiehung besteht: 

(5) A Q (x)g n ^(x) + A.i(x)g n _ l + l (x) H ----- h A l (x}g n (x) = 0. 

Nach dem zweiten Teile des Hilfssatzes gestattet somit die 
Punktion f(x, y) eine meromorphe Fortsetzung liber den ganzen 
Bereich 



und hiermit ist man zu einem Widerspruch gefiihrt worden. 

Der Fall m = 1. Im Palle m = I besteht ein allgemeinerer 
Satz, indem man die Bedingung fallen lafit, "wonach f(x, y) in 
einem Teile der Punkte von Z sich analytisch verhalten soil. 
Sollte namlich in diesem Palle 



so ergibt der erweiterte WeierstraJBsche Vorbereitungssatz, daB 

<p(x,y) = (x aY^x.y), <pi(a,y)3*Q- 
Indem man nun 



setzt, erfiillt die Funktion /j schon die bewnBte Bedingung. 
Hieraus erkennt man aber sofort die Richtigkeit des erweiterten 
Satzes. 

Zusatz. Sei P ein Bandpunkt einer Hyperkugel & und sei 
/(#!,...,#) eine Funktion , welcJie sich in dem auperlialb S be- 
legenen Teile T der Umgebung von P meromorpli verhdlt. Dann 
laflt sich f am PunUe P uber T liinaus ins Innere von ffi mero- 
morph fortsetzen. 

Wir wollen den Punkt P in den Anfang und den Mittelpunkt 
von ft nach dem Punkte ( a, 0, . . ., 0) verlegen, wobei a reell 



1) Vgl. Bocher, Algebra, Kap. Ill, IV. 
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und positiv sei. Dann 1st a gleieh dem Kadius E von S. Im 
iibrigen setzen wir 

Zn^y, Zj.=X k , * = !,.. ., = -!, 

f(z l9 . . ., B ) = f(x,y). 

Fur eine geeignete positive Zahl K sind nun alle Bedingun- 
gen des vorstehenden Theorems, hochstens bis auf eine, erftillt. 
Es konnte namlich. f(x,y) denkbarerweise in jeclem Pankte (Q,y), 
\y\=K, eine singulare Stelle haben. 

Dem konnen wir aber durch folgende Transformation ab- 
helfen: 
(6) x k = x' k 



wobei die y k in zweckmaBiger Weise einzusehranken sind. Sei 



Die inneren und Bandpunkte von IB werden an die Beziehung 
gekniipf t : 



+ n + y + y a 
oder auch, indem wir 



setzen, 
(7) 

Durch (6) gehen dieselben in Punkte (V, y) iiber, welche der fol- 
genden Ungleiehung geniigen: 

(8) 
wo 

9? 2 = (1 + Zaajy* 4a^8 1 j/ 1 j/ 2 + (1 

ist, und wo 9? 3 ein Polynom bedeutet, welches keine Glieder 
von niederein als dem 3. Grade enthalt. 

Ich behaupte nun: Es gibt eine positive Zahl s, eine Umge- 
bung r von P, und eine Hyperkugel 

^: Za'^ + g>'*+yl + y\^Q 

derart, dafi, fiir jede an die Bedingungen 

\y k \ < s, *=i,...,m, 
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gekniipfte Wahl der Koeffizienten y fc? alle im Innern oder am 
Eande von und zugleieh auch in T gelegenen Punkte (x, y) in 
Punkte (V, y) iibergehen, welche im Innern oder am Eande von 
$' liegen. 

Zum Beweise nehmen wir eine reelle Zahl 1 > 1 , sowie eine 
positive Zahl & an, verlangen nun, daB 



sei, und versuchen dann, der Ungleichung 



fur alle Punkte einer bestimmten Umgebung r' von P zu ge~ 
niigen. Gelingt uns das, so folgt dann aus (9), daB im Bereiche r f 



ist. DemgemaB werdeii solche Pankte von r', welche der Eelation 
(8) geniigen und daher inneren oder Eandpunkten von ffi ent- 
sprechen, auch an die Bedingung 



gekniipft sein und somit im Innern oder am Eande einer Hyper- 
kugel $' vom Eadius a' = A a liegen. Das Abbild von r r wild 
eben der in Aussicht genommene Bereich r sein. 

Die Bestimmung eines der Eelation (9) entsprechenden Be- 
reiches T' geschieht nun, wie folgt. Wir konnen zunachst (9) in 
der Form umschreiben: 

(10) _^ 3 

wo 



gesetzt ist. Indem wir A geniigend groB und s geniigend klein 
wahlen, konnen wir erzielen, daB 



y - 
eine positive definite quadratische Form wird. Sei 
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Dann wild 

Fa^y, 

sein. Die Eelation 



hat aber offenbar fiir eine gewisse Umgebung r f von P statt, 
sofern s geniigend klein und die y k , der Bedingimg y k \ < s ge- 
maB, gewahlt werden. Hiermit ist denn die Eelation (10), und 
somit auch (9) erzielt. 

Jetzt ist nur noch ein kurzer Schritt zur Vollendung des Be- 
weises. Wir schranken r notigenfalls ferner noch so ein, daB der 
auBerhalb S belegene Teii yon r in T liegt. Sodann bestimmen 
wir K so, daB alle Punkte (Q,y), wofiir < y \ ^K ist, in r 
liegen. 

Sei r\ ein Punkt des Kreises | y \ = K. Dann laBt sich f(x,y) 
in der Nahe des Punktes (Q,rj) durch die Pormel darstellen: 



wobei q> und y sich beide im Punkte (0, rf) analytisch verhalten 
und auBerdem dies ist ja der Fall, der uns die ganze Sohwierig- 
keit gemacht hat 



Wir entwickeln jetzt 9? nach dem Taylorschen Lehrsatze: 



Der Bereich 



werde so gewahlt, daB die Eeihe in demselben konvergiert, und 
daB er auBerdem in r liegt. 

Sei (c) =(<?!,..., (? TO ) ein Punkt des Bereiches | % | < A, wo- 

fiir 



ist, und sei auBerdem noch 
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Indem wir nun 

v - Ck 

n--^- 

setzen, geht die Funktion 



in eine Punktion a>(x',y} liber, welche im Punkte (x',y) = (0,rj) 
nicht verschwindet, denn es ist 



DemgemaB wird auch <p(x,y) in eine Punktion <p'(x',y) transfor- 
miert, derart, daB 

v'(o,y)*o 

wird. 

Da nun die Punktion /' (x f , y) , wo 

f(x',y}=f(x,y), 

iiber den Anfang Mnaus meromorph fortgesetzt werden kann, so 
gilt dies auch von f(x,y), und hiermit ist der Beweis vollstandig 
erbracht. 

Definition. Als wesentliche singuldre Stelle einer eindeutigen 
monogenen analytischen Punktion /(%,... , z n ) wird jeder singu- 
lare Punkt derselben bezeiehnet, worin sich die Punktion nicht 
meromorph verhalt. 1 ) 

Ist die Punktion dagegen mehrdeutig, so kann es vorkom- 
men, i) daB sich dieselbe langs einer einfachen Kurve L mit dem 
einen Endpunkte (a) bis in jede Umgebung von (a) meromorph 
fortsetzen laBt, ohne (a) indessen jemals zu erreichen; und ferner, 
ii) daB sich eine Hyperkugel S um (a) von folgender Beschaffen- 
heit legen lafit. Sei L der Bogen von L, welcher den einen Bnd- 
punkt in (a), den anderen am Eande von $ hat und sonst ganz 
in $ liegt. Sei ferner f(#i...,2 n ) ein Punktionselement , welches 
einer meromorphen Portsetzung langs L in einen innerhalb ^ ge- 
legenen Punkt von L x entspricht. Und nun sollen alle Port- 
setzungen von f langs in S gelegener Wege nur zu einer eindeuti- 



1) WeierstraJB, Funktionenlehre, S. 130 = Werke, Bd. 2, S. 156. Auf 
mehrdeutige Funktionen wird die Definition daselbst nicht ausgedehnt. Im 
iibrigen werde die Annahme ausdrucklich betont, daB es in jeder Umgebung 
einer singularen Stelle Punkte des Definitionsbereiches der Funktion geben 
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gen Funktion fuhren. Dann wird (a) als eine loesentliche singu- 
lars Stelle des der Kurve L entspreehenden Zweiges von / be- 
nannt. 

Im iibrigen braucht L irn Piankte (a) nicht regular zn sein. 
Dann soil aber jeder nicht bis an (a) hin reichende Bogen von L 
regular sein, und aufierdem solleii die Punkte von L keine Hau- 
fuugsstelle auBer (a) haben, welche nicht auf L liegt. 

Die Definitionen gelt en anch im Falle n = 1 . 



18. Levis Satz betreffend meromorplie Fortsetzung. 

Den Satz von 11 hat Levi auf den Fall meromorphen 
Yerhaltens ausgedehnt. 

Der Levische Satz. 1 ) Sei T ein endlicher Bereich des Zn- 
dimensionalen Raumes, dessen Rand aus einem einzigen St&cke 'be- 
steht 9 und sei ferner /(%,.. .,^ n ) eine Funktion, welche sick am 
Rande von T meromorpJi verMlt. Dann lafit sicli f durch analytische 
Fortsetzung zu einer im ganzen Bereiclie T meromorphen Function 
erganzen. 

Der Beweis gestaltet sieh geradeso, wie im analogen Falle, 
11, inclem man dort die in Betracht kommenden analytischen 
Fortsetzungen jetzt durch meromorphe Fortsetzungen ersetet. 

Ein weiterer, dem letzten Theorem von 11 analoger Satz, 
welch er sich aus dem Zusatze von 12 unmittelbar ergibt, ist 
folgender. 

Theorem. 2 ) Sei E eine abgeschlossene Punktmenge des %n- 
dimensionalen Raumes, und sei r die Entfernung eines beliebigen 
Punktes dieser Menge von einem festen Punkte 0. In einem Punkte 
P von E hdbe r ein relatives Maximum. 

Sei ferner T ein Bereioh, dessen Rand zum Teil oder ganz aus 
den Punkten von E besteht, in der Ndhe von P aber keine nicht zu 
E gehorigen Bandpunkte besitzt, und aufierdem wn der Fortsetzung 
der Strecke P in der Ndhe von P getroffen wird. 

Alsdann kann es keine Funktion /(#i,...,#) geben, welche 
sich in T meromorph wrhalt und in P eine wesentliche singulare 
Stelle lesitzt. 



1) Levi, a. a. 0., S. 71. 

2) Levi, a, a. 0,, S. 71. 
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Insbesondere biirgen diese Satze dafiir, daB der Bereich T, 
in welch em sich eine monogene analytische Funktion mehrerer 
Argumente resp. ein Zweig einer mehrdeutigen analytischen 
Funktion meromorph verhalt, nicht zum Teil von einem Band- 
stiick B begrenzt werden kann, welches in einer im Endlichen ge- 
schlossenen Hyperoberflache (3 eingeschlossen werden kann, wo- 
bei jeder Punkt von @ im Innern von T liegt. 

Widerlegunrj eines Weierstrapsclien Satzes. 1st T ein be- 
liebiges Kontinuum der #-Ebene, so gibt es bekanntlich Funktio- 
nen, welche sich in jedem Punkte von T analytisch verhalt en, 
sich aber nirgends iiber den Eand von T hinaus analytisch fort- 
setzen lassen: vgl. Bd. I, Kap. 11, 13. Mit anderen Wort-en, 
decken sich die Definitonsbereiche der eindeutigen monogenen 
analytischen Funktionen einer Variabelen genan niit den Kontinuen 
der 2-Ebene. 

DaB ein entsprechender Satz fiir Funktionen mehrerer Ar- 
gumente nicht statt hat, erhellt schon daraus, daB selbst eine 
monogene analytische Funktion zweier Variabelen keine isolierte 
singulare Stelle haben kann; vgl. 3, 4. 

Es ware indessen denkbar, daB der Satz eine Verallgemeine- 
rung zulieBe, indem man das Wort analytisch durch meromorph 
ersetzt. IJnd dies hat WeierstraB 1 ) auch wirklich geglaubt. 
Nach ihm soil folgendes Theorem gelten: Sei T ein beliebiges 
Kontinuum des 2 n- dimensional en Eaumes der komplexen Varia- 
belen (%,..., z n ). Dann gibt es stets eine Funktion /(%,..., z n ), 
welche meromorph 2 ) in T 1st, sich aber nirgends iiber den Band 
von T hinaus meromorph fortsetzeii laBt. Dieser Satz ist indessen 
falsch, wie aus den vorstehenden Satzen unmittelbar erhellt. 3 ) 

Aus dem Satze von 10 ergibt sich umnittelbar, daB eine 
Funktion mehrerer Argumente niemals eine isolierte wesentliche 
singulare Stelle besitzen kann, und hiermit ist schon eine ein- 
fachere Widerlegung des WeierstraBschen Satzes geliefert. 



1) WeierstraB, Journ. f. Math., Bd. 89 (1880) S. 5 = Werke, Bd. 2, 
S. 129. 

2) Diese Forderung setzt ja die Eindeutigkeit der Funktion in alien 
Punkten von T, wo sie definiert ist, voraus. 

3) Dieser Beweis ftir die Unrichtigkeit des WeierstraBschen Satzes 
riihrt von Levi her (a. a. O., S. 71), und ist wohl der erste, welcher veroffentlicht 
wurde. Vgl. aber auch eine Bernerkung von Hartogs, Math. Annalen,, 
Bd. 70 (1911) S. 222. 
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14. Von Levis RandfoediELgtnag. 

Wir wollen noch iiber eine von Levi 1 ) erhaltene Bedingung 
berictiten 7 wonach eine Hyperflaehe 

(i) 9(xi,xz,yi,y^ = 

des Kanmes der Variabelen x = x l + ix%, y = y l + iy 2 eine na- 
ttirliohe Grenze fur eine analytische Funktion f(x, y) bilden kann. 

Sei 



wobei 

A' /<p\ 2 , /^?>\ 2 

A ^ = (sS + (si;) 

und &"<p, Ag9> ahnliche Ausdriicke in ^/ 1? y 2 bedeuten. Wird nun 
die Funktion f(x, y) an derjenigen Seite von (1) betrachtet, wo 
<p > ist, und soil (1) eine naturliche Grenze fiir / vorstellen, so 
besteht eine notwendige Bedingung hierfiir darin, daB in jedeni 
Punkte von (1) die Eelation 

6(9?) ^0 
statt habe. 

Ist dagegen 9 < an der Seite von (1), wo f(x, y) betrachtet 
wird, so rmiB in jedeni Punkte von (1) 6(9?) ^> sein. 

Im allgemeinen wird ((9?) in einem Punkte P von (1) nicht 
verschwinden, und dann wird ((9?) in der ganzen Umgebung von 
P das gleiche Vorzeichen beibehalten. Infolgedessen wird die vor- 
steliende Bedingung an der einen Seite von (1) nicht erfullt, und 
darum kann keine Funktion f(x 9 y) sicli in diesem Eaume mero- 
morph verhalten, ohne sieh dabei iiber (1) hinaus analytiseh fort- 
setzen zu lass en. 

Da6 die Bedingung (99) =0 resp. (9?) > in den Punkten 
von (1) hinreicht, wird auch gezeigt. 2 ) 



1) Levi, a. a. 0., S. 80. VgL aueh Madison Colloquium, S. 177. 

2) Letzterer Satz wird in einem zweiten Aufsatze bewiesen, Levi, An- 
noli di Matematica, (3) 18 (1911) S. 69. 
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15. fiber tLefofoare Singularit&ten in foezng auf meromorplie 

JFortsetzung. 

In den Bahmen der Entwicklungen dieses Kapitels gehort 
auch ein Satz, welch er zuerst von Hartogs 1 ) bewiesen 1st. Wir 
wollen ihn zunachst in einer beschrankten Formulierung aus- 
sprechen, welch e jedoch ftir die Praxis haufig die geeignetste ist. 

Im iibrigen haben die Satze dieses Paragraphen groBe Ahn- 
lichkeit mit dem 2. Hauptsatz von 4 und dem 2. Satze von 5, 
nebst deren Verallgemeinerungen. 

Satz. Im Innern eines Bereiclies T des 2n-dimensionalen 
Raumes sei eine Function /(%,.. .,# n ) im allgemeimn meromorph. 2 } 
Dabei mogen die inneren Purikte Q von T, wofur dieses Verhalten 
niclit vorausgesetzt wird, auf analytiscJien Gebilden (n 2) - ter Stufe 
liegen, welcJie sich in der Umgebung keines inneren Punktes von T 
lidufen. Dann verlialt sich f (z , . . . , z n ) , Tiochstens von liebbaren Un- 
stetigkeiten abgesehen, ausndhmslos meromorpJi im Innern von T. 

Den Beweis wollen wir vermoge der Levischen Methoden und 
im AnschluB an die SchluBweise von 4 fiihren. Sei Q ein belie- 
biger der Ausnahmepunkte. Dann verlegen wir den Anfang in Q 
und nehrnen die Koordinatenachsen auBerdem so an, daB die 
transformierte Punktion 



vor allem sich in einem Punkte (w, z, x) = (c, 0, 0), c^Q, ana- 
lytisch, in jedem Punkte (w?,0,0), |w|=|c|, aber wenigstens 
meromorph verhalt. 

Die Moglichkeit einer solchen Transformation erkennt man, 
wie folgt. Zunachst werde g so bestimmt, daB der Bereich 



in T liegt. Sollte nun insbesondere der Punkt (e, 0,...,0), 
c = I g } ein singularer Punkt von /(%,... , z n ) sein, so kann man 



1) Math. Annalen, Bd. 70 (1911) S. 207. Kistler hatte den Satz in 
seiner Dissertation, 1905 (vgl. S. 30) bereits ausgesprochen. Sein Beweis be- 
ruht aber auf einem griindlichen MiBverstandnisse der Gousinschen Satze, 
so daB man also wohl daran zweifeln kann, ob er irgendeinen stichhaltigen 
Grund hatte, an die Richtigkeit des Satzes zu glauben. 

2) Nach Definition bringt diese Porderung bereits die Eindeutigkeit der 
Funktion in alien Punkten, wo sie erklart ist, mit sich. 
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ja in beliebiger Nahe dieses Punktes einen zweiten Punkt 

(c 4- 71,72* -yn)> I y I < e> *=!,...,*, 

linden, in welchem die Punktion sich analytisch verhalt. Alsdann 
geniigt es, die Transformation auszuiiben: 

, 8s=*?W + S, Zk^^-W + Zk-z, * = B, ...,, 

um eine Punktion f=F(w,z 9 x) zu erhalten, welche sich im 
Punkt e (w y z, x) = (c, 0, 0) analytisch verhalt. Im iibrigen liegt 
der Bereich 



bei passender Wahl von e, g, 7i fc im transformierten Bereiche T'. 
1st (y) eine besondere Bestinamung der Koeffizienten, welche 
den bewuBten Bedingnngen geniigt, so wird jeder Punkt (y) einer 
geeigneten Umgebung von (7) auch eine solche zulassige Bestim- 
mung liefern. Bei nicht-spezialisierter Wahl von (7) und geeigne- 
ter Einschrankung der Ji L lassen sich die Koordinaten (w' t %', x) 
jedes in einer gewissen Umgebung des Anfangs belegenen Aus- 
nahmepunktes, wie folgt, darstellen. Erstens ist w' Wurzel einer 
ausgezeichneten pseudoalgebraischen Gleichung 

IIP + AiW"-* H ----- h A^ = 0, 
deren Koeffizienten A k ~ A%(x l9 . . ., x m ) sich im Bereiche 



analytisch verhalt en und deren Spitze im Anfange liegt, und 
zweitens ist z' der Wert einer an diesem Gebilde eindeutigen ste- 
tigen im. Anfange verschwindenden Funktion. Mithin geniigt z' 
einer Gleichung vom aarnlichen Typus. Insbesondere werden bei 
eventueller weiterer Einschrankung der Ji k alle diese GroBen 
10', &' an die Eelationen 

\w'\<p, \z' \ < 2 

gebunden, wobei (x) beliebig in liegt. 

Hiermit haben wir eine Punktion F(w,z,x) erhalten, welche 
sich in einem Punkt e (c, 0,0), (?4=0 ? analytisch, in jedem Punkte 
(w, 0, 0), | w | = | c | = E , meromorph verhalt und sich ferner 
langs jedes Weges 

w = te ; , g t ^ K; (z, x) == (0, 0) , 
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bis in jede Umgebung des Anfangs meromorph fortsetzen lafit. 
Ware nun der Satz nicht richtig, so wiirde keine dieser Fort- 
setzungen bis in den Anfang selbst statt haben. Dann miiBte es 
aber nach deni Levischen Satze von 12, 8. 212, einen Bereich 

I 2 I < & ^ q, \x k \ <r k ^h jc 

geben, derart, daB, wenn (z, x) ein beliebiger Pnnkt desselben 
1st, die Funktion F(w,z,x) sich doch langs eines der Wege 

w=te ei , Q^t^K, 6= const., (z, x) = (&, x*) 9 

nicht bis in den Anfang meromorph fortsetzen laBt. 

Dies widerspricht aber dem wahren Sachverhalte, derm man 
braucht ja nur (a; ) = (0), < [ Z Q \ < q zu wahlen, nm sicher zu 
sein, daB kein Punkt (w , 2, x) , \w\ ^K, ein Ansnahmepunkt 
ist, daB sich also F(w 9 z,x) in all diesen Punkten meromorph 
verhalt. 

Hiermit ist nun der Beweis erbracht. Die SchluBweise berech- 
tigt aber zu einem allgemeineren Satze. 

Der erweiterte Satz. Sei F(w,2 9 x l9 . . ., x m ) in jedem 
Purikte der Menge 

Z: \w \ = K, < E; = 0, a? fc = 0, *=i, ...,, 

meromorph und aufierdem in einem dieser Purikte analytisch. Gibt 
es dann in jeder Umgebung des Puriktes (z, x) = (0, 0) einen Punkt 
(0, x) derart, da/3 F sich langs jedes der Wege 

L : w== te el , Q^t^K, 6=^ const.; (z, x) = (j, 8), 

bis in den Purikt (w, z, x) = (0, J, x) meromorph fortsetzen ld/3t, 
so laflt sich F auch langs eines der Wege 

L: w=te ei , O^t^K, = const.; (z, x) = (0, 0), 

Us in den Anfang meromorph fortsetzen. 

Hartogs erhalt eine Verallgemeinerung des urspriinglichen 
Satzes, wonach die Ausnahmepunkte einen (2m + 2) - dimensiona- 
len Eaum ausfiillen. Der vorstehende Satz geht aber noch weiter. 
So ware beispielsweise denkbar, daB jedem Punkte (#') des Be- 
reiches | x t \ < r^ ein im Bereiche | w \ < K, \ z \ < g belegenes 
Kontinuum entsprache, dessen Grenzpunkte (w' y z') , mit (x 1 } zu- 
sammengenommen, stets zu einern wesentlichen singularen Punkte 

s g o o a, Funktionentheorie. II, 1. 2. Aufl. 15 
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(w' 9 2', x(, . . ., x;j der Punktion -F fizhren, wobei nun diese Pnnkte 
einen Bereich des 2n-dimensionalen Eaumes abgrenzen, weleher 
bis an den Anfang hinanreicht. Gibt es nun andererseits in jeder 
Nahe des Punktes (z, x I9 . . .,x m ) = (0, 0, . . ., 0) einen Punkt 
($,#!,..., $ m ) derart, daB F sich in alien Punkt en 
(w, $, %,..., %m)> woftir nur | w? | g I ist, meromorph verhalt, 
so zeigt der Satz, daB ein solcher Sachverhalt ausgeschlossen ist. 

Aus dem erweiterten Satze ergibt sich der folgende Satz un- 
ter eventueller Beniitzung einer geeigneten linearen Transformation. 

Zusatz. In der Umgebuiig einer Stelle (a) sei eine FwrMon 
F(zi,...,z n ) ^ m allgemeinen meromorpJi. Ddbei sollen die Aus- 
nahmepurikte awf einer reguldren Nannigfaltigkeit M 2w _ 3 ( 7) liegen. 
Dann ist F, liochstens von lieblaren Singularitaten abgesehen, aucli 
meromorph im Punkte (a) selbst. 

16. Von der Verteilung der Singularitaten, 
Die einfaohsten Singularitaten, welche eine analytische Punk- 
tion von n Argumenten besitzen kann, sind Pole und auBerwesent- 
liche singular Stellen zweiter Art. Erstere liegen auf analytischen 
Gebilden (n l)-ter, letztere auf solchen (72 2)-ter Stufe; vgl. 
Kap. 2, 17, woselbst auch die Notwendigkeit dieser Bedingung 
betont ist. 

Hartogs 1 ) verallgemeinert diesen Satz, wie folgt: Ist 
/(%,...,#) in der Dmgebung eines Punktes (0) = (a) im allge- 
meinen analytisch, und bilden die Punkte dieses Bereiohes, liber 
welche hinaus die Punktion sich. nicht analytiseh fortsetzen lafit, 
eine stetige (2fl 2)-fach ausgedehnte Mannigfaltigkeit SK, so ist 
letztere notwendig ein analytisohes Gebilde (n- l)-ter Stufe. Da- 
bei wird angenommen, daB 2R bei nicht-spezialisierter Wahl des 
Koordinatensystems sich in der Porm darstellen laBt: 

^ =9(%> ' "^n-l)* 

wo 9? eine endlich vieldeutige stetige Punktion bedeutet. 

Auch der Pall, daB / mehrdeutig im genannten Bereiche ist, 
wird mit eingeschlossen. 

Der Beweis beruht auf den Bigenschaften einer im Palle 
n=2, f=F(x 9 y), von Hartogs in seiner Dissertation 2 ) ein- 

1) Ada Matiiematica, Bd. 32 (1908) S. 57. 

2) Math. Annalen, Bd. 62 (1905) S. 24. Vgl. auch The Madison Collo- 
quium, S. 150. 
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gefuhrten Funktion E x . Vermoge letzterer Funktion werden auch 
die assoziierten Konvergenzradien der Beihenentwicklung von 
F(x 9 y) untersucht. 1 ) 

17. Hinreichende Bedingungen fur analytisenes "Verhalten. 

Bei der Definition einer analytischen Funktion mehrerer Ver- 
anderlichen, Kap. I, 5, wurde insbesondere die Stetigkeit der 
Funktion vorausgesetzt. Es handelt sich jetzt um die Aufhebung 
dieser Forderung. 

Satz. 2 ) In jedem Punkte (x,y) eines Zylinderbereiches 
T (T 1? T 2 ) sei eine Funktion F(x, y) eindeutig definiert und 
den folgenden Bedingungen unterworfen. 

a) Erteilt man y einen beliebigen in T 2 belegenen festen Wert 
y r , so soil sich F(x, y') analytisch in T^ verhalten; und ebenso 
soil F(x', y), wo x' einen willkurlichen festen Punkt von T l be- 
deutet, in T 2 analytisch sein. 

b) F(x,y) soil endlich bleiben: 

\F(x,y)\<G. 

Dann verhdlt sich F(x, y) , als Funktion der leiden unab- 
Mngigen Verdnderlichen (x,y) betrachtet, analytisch in T. 

Dieses Theorem ist um so merkwiirdiger , weil der entspre- 
chende Satz im reellen Gebiete nicht gilt. So ist beispielsweise 
die Funktion 

> & y) H- (- ); /(o, o) = o , 



ftir jeden reellen Wert y' von y eine im Intervalle oo < x < oo 
analytische Funktion des reellen Arguments x; und ebenso, wenn 
man x festhalt, hangt die Funktion analytisch von y ab. Sie ist 
aber doch keine analytische Funktion von (x, y) in einem Be- 
reiche, welcher den Anfang umfaJBt. 

Es gentigt offenbar, den Satz ftir den Fall zu beweisen, dafi 
T! und T 2 Kreise sind ? 

2\: \x\<Ei T 2 : \y\<S. 

Entwickelt man hier die Funktion in eine Potenzreihe nach y, 
(1) F(x, y) = i,(x] + h(x}y + /2() a + - - '> 



1) Madison Colloquium, S. 149. 

2) Osgood, Math. Annalen, Bd. 52 (1899) S. 462. 

15* 
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so ergibt sicb zunachst, i) daB f Q (x)=F(x,ff) sick im Kreise 
Tj. analytisch verhalt; sowie ii) daB 

\f n (x)\ <GS-*> 0<S I <S. 



Des weiteren verhalten sich iiberhaupt alle Koeffizienten f n (x) 
in Tj. analytisch. Sonst sei / wt ( der erste Koeffizienfc, wofur dies 
nicht zutrifft. Bildet man nun den Ausdruok 



so verhalt sich y(x,y) vor allem fiir jeden festen Wert y = 
wo < | y' | < S ist, analytisch in T^ 

Andererseits ist 

- 0. 



Ans dieser Darstellung schlieBen wir aber, wie sogleich des nabe- 
ren ausgefiihrt werden soil, daB y(x,y) beim Grenziibergange 
lim y _ o einem Grenzwert, und zwar dem Werte f m (%}, gleich- 
maBig zustrebt. Aus dem 6. Satze von Bd. I, Kap. 7, 5 folgt 
dann, daJB der Grenzwert sich ebenfalls in T- analytisch verhalt, 
womit wir denn am Ziele sind. 

Um den betreffenden Nachweis zn liefern, sei y irgendeine 
der Bedingung < [ y \ < S unterworfene Zahl. Dann ist 



woraus sich denn die gleichmaBige Konvergenz sofort ergibt. 

Hiermit erweisen sich die Glieder der Eeihe (1) als in T ana- 
lytische Funktionen der beiden unabhangigen Variabelen (x,y). 
Im iibrigen konvergiert die Eeihe gleiehmaBig in jedem Bereiche 



da namlich 



Der verallgemeinerte Satz. Sei F(X I} . . ., x n , y l9 . . ., y m ) 
in jedem Punkte (x,y) eines (2n + 2m)-/acfe ausgedehnten Be- 
reiches eindeutig erklart. Einem belieligen Punkte (x, y) von 
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entspreche fernerJiin eine zylinderformige Umgebung Z Q = (a l} . . ., a n , 
T I? . . ., r m ) derart, da/3. wenn (y) = (y f ) ivillkurlich in 
( T ) = (r l9 . . .,r m ) angenommen und dann festgehalten wird, die 
Funktion F(x l9 . . ., x n , y(, . . ., y^ sich in (a) = (a l9 . . . 9 a n ) ana- 
lytisch verhalt. Und ebenfalls, wenn (x) = (x r ) in (a) beliebig ge- 
wahlt wird, soil F(x(, . . ., x' n , yi,*.* 9 y m ) in (T) analytisch sein. 
Im ubrigen soil F(x l} . . ., x n , y l9 . . ., y m ) in Z Q endlich Ueiben: 

\F(x l9 .. .,x n ,yi, - -. ? 2/m) | < GO- 

Dann verhalt sicli F(x l9 . . ., x n , y l3 . . ., y m ) 9 als Function aller 
n + m Arguments betrachtet, analytisch in Z. 

Es geniigt offenbar, den Beweis fiir den Pall zu fiihren, daB 
U aus dem Kreiszylinderbereiche 

X t \<R i9 = !,...,; \yj[<Sj, ; = !,.- ,m, 

besteht. 1st insbesondere m 1 , so laBt sich der vorstehende Be- 
weis ohne weiteres auf diesen Pall ausdehnen. 

Wir nehmen also an, der Satz sei richtig fiir 1 , 2 , . . . , m 1 
Argumente y l9 . . ., 2/ m _ 1? und beweisen ihn dann durch die Me- 
thode der vollstandigen Induktion fiir den Pall von m Argumen- 
ten, y l9 ... 9 y m . 

Erteilt man y m einen festen Wert, y' m9 wofiir | y' m \ < S m 1st, 
so erweist sich die Punktion, den Voraussetzungen zufolge, als 
analytisch in den n + m 1 Argumenten x l9 . . ., x n , y lt . . ., y m -i- 
Und wenn man nun x[ 9 . . ., x' n9 y[, . . ., y' m ^i beliebig annimmt 
und dann festhalt, so hangt die Funktion auch analytisch von y m 
ab. Hiermit sind alle Hypothesen des soeben erledigten Palles er- 
fiillt, und der Beweis ist erbracht. 

Andere Pormulierung. Sei F(z ly ...,z m ) in jedem Punkte 
des Bereiches 



eindeutig erTddrt, und sei F(z\ 9 . . .,/!_!, ZK, 4+i> -^m)? wo i 
im Kreise \ z t \ < E t 'beliebig gewahlt wird, analytisch im Kreise 
I %k 1 < -Rfc? *=i,..., m. Ist F(z l9 . . . 9 z m ) aufierdem endlich im ge~ 
nannten Bereiche, so ist F dort analytisch. 

Fiir den Pall m = 2 ist der Beweis bereits erbracht. Durch 
die Methode der vollstandigen Induktion lafit sich der Satz all- 
gemein beweisen. Setzt man ihn namlich fiir m = 2, 3, . . ., m 1 
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als riehtig voraus und halt man dann z m = < n f est , so erkennt 
man, daB F(* 19 . . .,* OT -i, O Bereiohe | * f | < B,, /i,...,*-i, 
analytisch von (%,..., -i) abhangt. Hiermit hat man mit dem- 
jenigen Palle der ersten Pormnlierung, wofur n=w 1, m = l 
1st, AnsehluB erreicht, und der Bevels ist fertig. 

18. Fortsetsning, Bin tJbergangssatz, 

Wir wollen jetzt den ersten Satz von 17 ins Auge fassen 
und die Voraussetzung b) dabei fortlassen. Znr Behandlung die- 
ses Falles bediirfen wir eines Satzes der Mengenlehre. 

Hilfssatz. 1 ) In einem Bereiche S der Ebene sei eine Eeihe 
von PunUmengen Px,P 2 , vorgekgt, welche folgenden Bedin- 
gungen genugen: 

a) die Punkte von Pi sind sdmtlich in P i+l enfhalten; 

b) in "keinem zwei-dimensionalen Kontinuum sind die Punkte 
von Pi uberall dicht. 

Ferner moge mit 



die Menge der PunUe bezeiclmet sein } die uberliaupt an den Mengen 
Pi beteiligt sind. Dann kann kein Teil von P ein zwei-dimen- 
sionales Kontinuum bilden. 

Ware der Satz nicht richtig, so sei a ein zwei-dimensionaler 
in P enthaltener Bereich. Dann gibt es innerhalb a einen Kreis 
<r l9 welcher weder im Innern noch am Eande einen Punkt von P x 
enthalt. Ferner gibt es in a l einen Kreis cr 2 , welcher weder im 
Innern noch am Eande einen Punkt von P 2 enthalt; nsw, Diese 
Kreise o- 1? a z , a 3 ,... haben aber mindestens einen gemeinsamen 
Punkt, und dieser liegt auJBerdem in or. Der gehort aber keiner 
Menge P< an, und hiermit sind wir zn einem Widerspruch gefiihrt 
worden. 

Wenden wir uns jetzt zur Betrachtung des in Aussicht ge- 
nommenen Satzes. Sei (x , y^ ein beliebiger Punkt von T, den 
wir nun als den Anfang amiehmen wollen. Es geniigt offenbar, 



1} Dieser Satz nebst Beweis gilt allgemein fur Punktmengen eines belie- 
big vielfach ausgedehnten Eaumes. Flu: den Pall eines Intervalls habe ich 
inn im Amer. Journ. of Math., Bd. 19 (1897), S. 173 bewiesen. Vgl. auch 
Math. Annalen, Bd. 53 (1900), S. 462. 
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den Satz bloB fiir den Bereich 

T': \x\<R, \y\<S 

zu beweisen. 

Sei < B l < B y und sei y' ein Punkt des Kreises 

ft: \y\<s. 

Da die Punktion F(x,y'} im abgeschlossenen Bereiche: 
B: \x\ ^R I 

stetig 1st, so ist sie dort auch endlich. Sei M(y f ) der Maximal- 
wert von F(x, y'} im genannten Bereiche. 

Wir wollen mit Pi die Menge der Punkte y bezeichnen, wo- 
fiir 



ist. Dann ist offenbar P t in P i+1 entbalten. Des weiteren gehort 
jede im Innern von belegene Haufungsstelle y Q von Punkten 
y' einer Menge Pi selbst zu dieser Menge. Denn die Ennktion 
\F(x',y) |, wo x f einen festen Punkt von B bedeutet, ist ja eine 
stetige Funktion von y, und darum ist insbesondere 



Aus dem Hilfssatze ergibt sich nun, daB es eine Menge P N 
geben muB, deren Punkte in einem zwei- dimensional en Teile t von 
iiberall dicht sind und somit r ganz ausfiillen. DemgemaB wird 
im Innern des Zylinderbereichs Z = (B , r) 



sein, und daher ist F(x,y) nach dem Satze von 17 im genann- 
ten Bereiche eine analytisehe Punktion der beiden unabhangigen 
Yariabelen (x,y). 

Satz. 1 ) Laflt man von den Voraussetzungen des ersten Sakzes 
von 17 die Fortsetzung b) fort, so gilt es in jeder Umgebung 
einer beliebigen Sidle (x , y Q ) von T ein vier-dimensionales Kon- 
tinuum S, in welchem sicli F(x, y} analytiscJi verhalt. 



1) Dieser und der folgende Satz finden sich in der soeben zitierten Note, 
Math, Annalen, Bd. 53 (1900), S. 461. Der erste wurde dort bewiesen, der 
zweite ist bloB als eine pragnante Pormulierung des am Eingange dieses Para- 
graphen in Aussicht genommenen Satzes hingestellt. Das Verdienst seines Be- 
weises gebuhrt Hartogs, vgl. 20. 
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Wir wollen aber noeh beweisen, daB F selbst im Punkte 
(o>2/o) analytisoh 1st. Nun kann man offenbar die Umgebung 
dieses Punktes so einschranken, daB es einen Kreiszylinderbereich 
Z mit dem Mittelpunkte in einem Punkte (x l9 y^ von Z gibt, 
welclier den Punkt (x 09 j/ ) im Innern enthalt und zugleich ganz 
in T liegt. Der Einfachheit halber verlegen WIT den Anfang nun 
in den Punkt (x l9 y^ und stellen den Bereich Z, wie folgt, dai: 



Dabei verhalt sich F(x,y] im Anfang analytisch. 

Una das in Aussicht gestellte Eesultat zu erlangen, gentigt 
also der Beweis des folgenden Satzes. Es sei uns noch gestattet, 
die Buchstaben 5,R ? (5 bzw. durch T,R,S zu erseteen. 

"0" ber gangs s at z. In einem Bereiclie 
T: |s|<B, \y\<3 

sei F(x, y) eindeutig erklart. Ferner sei F(x, y') analytisch im 
Kreise \ x \ < R , icenn y r 'belie'big im Kreise \ y \ < S angenommen 
und dann festgehalten wird; und ebenso sei F(x f , y] im Kreise 
| y | < S analytisch, wenn x' einen festen Punkt des Kreises 
\ x j < R bedeutet. 

Verhdlt sich F(x, y} aufierdem im Anfang analytisch, so ist 
F(x,y) im ganzen Bereiche T analytisch. 

Die tlberlegungen dieses Paragraphen iibertragen sich. sofort 
auf Punktionen F(x lt . . ., x n , y lt . . ., y m ), wie sie in 17 be- 
traehtet sind, und die entsprechenden Satze brauchen wohl nicht 
besonders im Texte gedrackt zu werden. 

19. Exknrs iiber die gliedweise Integration der Beihen. 

Es handelt sich hier ura den Beweis des folgenden, zur Be- 
griindung des Hilfssatzes, 20, 21, notigen Satzes. 

Hauptsatz. 1 ) Vorgelegt sei eine Reihe reeller Funktionen des 
reellen Arguments x: 

u^x) +Uz(x) H ---- , 



1) Osgood, Amer. Journ. of Math., Bd. 19 (1897), S. 155. Alle Satze 
und Beweismethoden dieses Paragraphen finden sich bereits in dieser Arbeit. 
Die Beweise lassen sich teils durch Kunstgriffe, teils duroh Entwicklungen 
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deren Glieder u n (x) im Intervalle a ^ x 5j b samtlich stetig sind, 
und welche auflerdem in jedem Punkte dieses Intervalls gegen einen 
stetigen Grenzwert, f(x), konvergiert. Bleibt dabei die Summe 

< ( r \ , ( r \ _L ..._!_ ?/ ( r \ n _^ 9 

"n V*^/ "'I l^y i \ ^n v^) ? w i ,-,..., 

endlich, wenn x und n, unaWidngig voneinander, die Werte ihrer 
bezuglichen Mengen annehmen, so lafit sicli die Reihe gliedweise 
integrieren: 

6 & 6 

(x)dx = 



Cf( 



Der Satz gilt allgemein fur Beihen, deren Glieder von m 
Argumenten x ly . . ., x m stetig abhangen, wobei dann das w-faehe 
Integral iiber den Definitionsbereich dei Glieder genommen wird. 
Andererseits darf eine mehrfache Eeihe vorgelegt sein, und beide 
Verallgemeinerungen diirfen anch gleichzeitig eintreten. 

Unbeschadet der ^Allgemeinheit diirfen wir voranssetzen, daB 
der Grenzwert f(x} = ist, da dies ja stets dadureh zu erzielen 
ist, daB man das erste Glied %(#) dnrch u^x) /(#) ersetzt. 

Endlich geniigt es, den Beweis fiir den Pall zu fiihren, daB 



ist, da man s n (x) namlich in die Summe 



spalten kann, wobei q> n (x) in alien Punkten, wo s n (x) > ist, 
gleich s n (x) gesetzt wird, in alien iibrigen Punkten aber den Wert 
hat. Dann wird andererseits ip n (x) ^ sein. Jede der Punktio- 
nen q> n (x) , y> n (%) ist stetig und hat den Grenzwert 0. DemgemaB 
setzen wir hinfort voraus, daB 

^s n (x) ^A 
sei, wo A eine Konstante bedeutet. 

Definition eine$ Punktes y. Sei X Q ein Punkt des Intervalls 
(a,&), d. h. ein Punkt der Menge a fg x ^ &, und sei s eine an 
die Eelation < e < A gekniipfte Zahl. Kommt es nun vor, wie 

aus der Theorie der Lebesgueschen Integrale abkiirzen. Trotzdem erscheint 
es als angebraeht, die ursprunglichen Beweise hier wiederzugeben, denn sie 
setzen keine einschlagigen Kenntnisse voraus und lassen auch an Motivierung 
nichts zu wtinschen iibrig. 
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klein man auch die Dmgebung E des Punktes x wahlen moge, 
daB es stets Zahlen n gibt, wofur in Punkten yon 

< S H (X) 

wird, so heifit X Q ein Punkt y. 

Geometrisch betrachtet ist ein Punkt y ein soloher, in dessen 
Nahe unendlich viele Annaherungskurven y = s n (x) sich liber 
dem Niveau y = e erheben; vgl. Bd. I, Kap. 3. 

1. Satz. Die Punkte y, falls welche in unendlicher Anzalil 
vorhanden sind, bilden eine abgeschlossene Menge, welclie in Iwinem 
Intervalle uberall dicht ist. 

DaB die Menge vor aliem abgeschlossen sein muB, erhellt so- 
fort. Wtirde sie also in einem Teilintervalle a ^ x ^ /? uberall 
dicht sein, so miiBte auch jeder Punkt dieses Intervalls zur Menge 
gehoren. 

Sei x, ein innerer Punkt eines solchen Intervalles (a,^). 

-L t 

Dann gibt es eine Kurve 

y =s Bl (fl;), 

welche sich in der Nahe von % und also in einem Teil 
i ^ # ^ /?i dieses Intervalls liber der Geraden # = s erhebt. 

Jetzt nehmen wir einen inneren Punkt x% des Intervalls 
(a 1? ^ an und schlieBen ebenso wieder auf die Existenz einer 
Funktion 



welche sich in einem Teile a 2 g x <^ /S 2 dieses Intervalls liber der 
Geraden y = s erhebt. 

Durch unbegrenzte Wiederhoiung dieses Schrittes erhalt man 
eine unendliche Menge ineinander eingeschachtelter abgeschlossener 
IntervaUe ( ftj ^ 7c ) 5 welche dann mindestens einen Punkt f gemein- 
sarn haben miissen. DemgemaB ist nun 



und dies vertragt sich eben nicht mit der Konvergenz von s n () 
gegen 0. 

Von den Eomponenten einer Puriktmenge. Seien P 19 P 2 , . . . 
eine Eeihe von Punkfcrnengen, wovon jede, P n , in der. darauf fol- 
genden, P n + l3 enthalten ist; und sei P die Menge aller Punkte, 
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welche sich an den verschiedenen P n beteillgen. Dann sclireiben 



und bezeichnen P n als eine Komponente von P. 

Insbesondere diirfen alle Mengen von einem bestimmten n=m 
ab miteinander identisch sein. Dann wird auch P = P m sein. Im 
librigeri diirfen einige der P n noch keine Punkte enthalten bzw. 
aus einer endlichen Anzahl von Punkten bestehen. 

Die Menge G der Punkte y: G= \y] laBt sich, wie folgt, in 
eine Eeihe von Komponenten zerlegen. Zur Teilmenge G$ mogen 
namlich diejenigen Punkte gehoren, in denen 

s n (y)^s, /, 

ist. 

2. Satz. 1 ) Seien P 13 P 2 , . . . die Komponenten einer abgeschlos- 
senen Punktmenge P, und seien I n , I der duflere Inhalt 2 ) von P n 
bzw. P. Im ubrigen sei P in keinem Interualle uberall dicJiL Dann 

ist r 7 T 

hml n = I. 

n = co 

Vor allem ist klar, daB 

ist. Sei 



Dann ist I' ^ 1, und es handelt sich also bloB nm den Nachweis, 
daB das untere Zeichen gilt. 

Sei <3 eine beliebig kleine positive Zahl, und seien ferner die 
Zahlen d l9 d 2 , . . . so gewahlt, daB 



Die Punkte von P x lassen sich in eine endliche Anzahl von 
Intervallen r^ einschlieBen, deren Gesamtlange weniger als I t + <5i 
betragt 3 ) : 



1) Bei der ursprtinglichen Formulierung dieses Satzes (a. a. 0. S. 178) 
habe ich noch verlangt, daB P n abgeschlossen sei, denn dies trifft ja fiir die 
in Aussicht genommene Anwendung schon zu. Von dieser Voraussetzung 
wurde indessen beim Beweise kein Gebraucli gemacht. 

2) Vgl. Bd. I, Kap. 5, 12. 

3) Es wird zu keiner Konfusion fiihren, wenn wir sowohl das Intervall 
als auch die Lange desdelben mit dem Symbol r^ bezeichnen. 
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Im tibrigen sollen die Endpunkte der Intervalle nicht zu P ge- 
horen. 

Die Menge P 2 hat keinen Punkt mit einem Endpunkte eines 
Intervalls r^ gememsam } da dies nach Voraussetzung fur P gilt. 
Sie liegt also zum Teil innerhalb dieser Intervalle 1 ), zum Teil 
auBerhalb derselben. Diese beiden Bestandteile yon P 2 mogen mit 
Pg bzw. P?, deren auBerer Inhalt mit I' 2 bzw. Ig bezeichnet wer- 
den. Dann ist offenbar 

(i) i; + i^ = i 2 . 

Ich. behaupte nun: die Menge Pg Ia6t sich in eine endliche 
Anzahl von Intervallen rf ] einschlieBen, deren Gesamtlange an die 
Ungleichung gekniipft ist: 

(A 2 ) 2*? +2*? <I,+ d I +d,. 

y. x 

Im iibrigen sollen die Endpunkte der Intervalle r^ nicht zu P ge- 
horen., und diese Intervalle sollen auch nicht iiber die Intervalle 
r^ Mniibergreifen. 

In der Tat kann man die Intervalle r^ der genannten Art so 
wahlen, daB 

(2) 



ist. Da ferner I x ^ IJ ist, so folgt aus (Aj), daB 

(3) 2*? <r, + di 

y, 

ist. Addiert man nun (2) und (8) zusammen und zieht man dann 
noch (1) heran, so ergibt sich (A 2 ). 

Durch Wiederholung dieser tlberlegung gelangen wir allgemein 
zur Relation 

(A K ) r +^rf + - +^r < / + d, + d z + - + d n . 

Y. Y. Y. 

Dabei liegt die Menge P n in einer endlichen Anzahl von Inter- 
vallen r 9 =i, , welehe nicht iibereinandergreifen und auch 
keinen Endpunkt mit einem Punkte von P gemeinsam haben. 
Insbesondere diirfen einige der Summen linker Hand fehlen. 



1) Insbesondere kann sie schon ganz innerhalb dieser Intervalle liegen. 
Dann fallt dieser nachste Schritt fort. Wir sind immerhin noch zur Relation 
(A 2 ) bereohtigt, wobei jetzt die zweite Summe Hnker Hand mir durch er- 
setzt werde. 
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Der Angelpunkt des ganzen Beweises besteht nun darin, dap 
die Anzdlil der Intervalle r^ t>ei wachsendem n nicht ins Unendliclie 
wackst. Vielnaehr gibt es eine bestimmte Zahl m derart, daB 
alle P n , sowie auch P, in den Intervallen r^, *=i,.. ,, und zwar 
im Innern derselben liegen. 

Ware dem namlich nicht so miiJSte man vielrnehr bei 
wachsendem n immer noch neue Intervalle r^ hinzunehmen -, 
so wiirden die Endpunkte derselben, da alles in einem abgeschlos- 
senen Intervalle (a, 6) liegt, eine Haufungsstelle x = besitzen, 
welche denn auch eine Haufungsstelle von Punkten der Menge P 
ware. Da P nach Voraussetzung abgeschlossen 1st, so muB g zu 
P gehoren und somit in einem bestimmten P n vorkommen. Da- 
bei moge n die kleinste Zahl sein, wofiir dies eintritt. Dann liegt 
f im Innern eines gewissen rW. Aus diesem Widerspruch ergibt 
sich der Beweis der Behauptung. 

Hiermit ist uns denn gelungen, die Menge P in eine endliche 
Anzahl von Intervallen rW einzuschlieBen, deren Gesamtlange 



ist. Demnach muB I kleiner als die linke Seite dieser Ungleichung 
sein. 

Andererseits ist I m g I', sowie d + d 2 + + d m < 6 . Da- 
raus folgt denn schlieBlich, daB 

i < r + d 

ist, und da nun I' < I ist, so kann nur I' = I sein, w. z. b. w. 

8. Satz. In einem abgeschlossenen Intervalle a g x ^ & sei 
<p(x) eine stetige Function, welche folgenden Bedingungen noch 
unterworfen wird. 

i) In jedem Punkte des Intervalls ist 

^ <p(x) ^A. 

ii) In jedem Purikle einer im genannten Intervalle enfhaltenen 
abgeschlossenen Menge $, deren aufierer Inhalt Q sei, ist 

<p(x)^e<A. 
ALsdann ist 
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Zum Beweise teile man das Intervall (a, &) durch die Punkte 
X Q = a, x l9 . . ,, _!, x n = & (ajjb.i < a fc ) in n gleiche Teile ein 
und bilde die Summe 



Einer beliebig kleinen positiven Zahl 9j entspricht dann eine natiir- 
liche Zahl m derart, daB 



y 

J (p(x) 



1st, sobald nur n^m genommen wird, wie auch immer die 
Punkte x' k gewahlt werden mogen. 

Sei l n die Summe derjenigen A%, welclie Intervallen ent- 
spreehen, in denen ein Punkt von $ (als innerer oder Endpunkt) 
vorkommt. Die Snmme der iibrigen &x k betragt dann I al n . 
In jedem Intervalle der ersten Gattung werde nun x{. in einen 
Punkt von ^ verlegt. Demgemafi wird fur ein solch.es Intervall 



sein. Dagegen wird in einem Intervalle der zweiten Gattung 
sieher 

<p (x' k ) A x k ^ A A % . 

Daraus ergibt si eh, daB 



ist. Mithin muB auch 
& 
I qp (x) dx 7} < s l n + A (b a Z n ) . 

a 

Nun ist aber 



und hiermit ist der Satz bewiesen. 

Be*weis des Hauptsatzes. Wir sind nunmehr im Besitze alles 
Materials zum Beweise des Hauptsatzes. Sei e eine beliebig kleine 
positive Zahl, und man bestimme die dazu gehorigen y-Punkte. 
Die Menge dieser Punkte haben wir mit G bezeichnet, und wir 
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haben dieselbe in einer bestimmten Weise wieder in Komponen- 
ten G n zerlegt. Seien I, I n der auBere Inhalt von G bzw. G n . Auf 
G n und G ist nun der 2. Satz anwendbar. 

Sei d eine beliebig kleine positive Zahl. Dann konnen die 
Punkte von G in eine endliche Anzahl von Intervallen r einge- 
sehlossen werden, deren Gesamtlange 



wird. Andererseits kann m so gewahlt werden, daB 

T ft ^ J 

Q <^ J_ n 

wird, sobald nnr n ^ m ist. 

Daraus ergibt sich die Eelation: 



Wir setzen ^r = Ji und erhalten somit, da I n < h ist, 

(4) 0<1i-I n <Zd. 

Die nicht zu den Intervallen r gehorigen Punkte des Inter- 
vails (a, V) bilden eine endliche Anzahl komplementarer Inter- 
valle cr, deren Summe 

(5) J?<r== &~="a-- ft 

ist. Indem man die obige Zahl m notigenfalls vergroBert, kann 
man noch erreichen, daB in alien Punkten von a die Beziehung 
statt hat: 

(6) 0^s n (x)<s, m^n. 

Das abzuschatzende Integral werde nun, wie folgt, zerlegt: 

b 

J s n (x)dx =J s n (x)dx +j s n (x)dx, >** 

a (a) (r) 

Aus (6) und (5) ergibt sich, daB 

(7) An (a?) dx < (6 a tye. 
() 

Zur Abschatzung des zweiten Integrals rechter Hand wird der 
8. Satz herangezogen. Darnach wird 



(8) 8 n (x) dx ^ I n & +(h- I n ) A 

fa 
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Hiennit erhalt man die endgiiltige Abschatzung: 

s n (x)dx < (b - a) a + %A6, 

a 

und der Beweis ist erbracht. 

Der Fall s llhn (x). An Steile von s n (x) darf die Funktion 
3,n n( x ) treten, wo m, n zwei beliebige natiirliche Zahlen sind 
und s mn (x) bei festen m, n stetig von x abhangt, a < x ^ 5. 
Bleibt 5 m n (o;) endlich, so wird man sich wiederam auf den Fall 
beschranken konnen, daB stets 



Bei der Definition eines Punktes y wird nun an Steile der 
einen Zahl n blofi das ZaHenpaar (m,n) treten. 

Bei der Definition der Komponente G f wird jetzt die Bedin- 
gung bemitzt: 

^,(r) ^ e *^**+. 

Endlich wird beim Beweise des Hauptsatzes eine Zahl p so 

gewahlt, daB a) 

Id<I i , c*t, 

sowie /?) 



20. Der allgemeine Satz^ n = 2. 

Den tibergangssatz von 18 hat Hartogs 1 ) vermoge des 
folgendeu Satzes bewiesen. 

Hilfssatz. Vorgelegt sei eine Reihe 
(1) /o() + A()y + / a (a;)y a + --., 



i sich f n (x] im Kreise 
K: \ x ] g E 

analytisch verhalL Sei ferner vorausgesetzt, 

i) $a/? Jie Reihe, fur einen festen Wert y 4= ^ m Kreise K 
gleichmafiig 'konvergiere; 

ii) Ja^ die Reihe, fur einen festen Wert 2/3. =4=0, im Kreise K 
schlechtweg konvergiere. 



1) MA ^^nato, Bd. 62 (1905), S. 9. 
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Alsdann Iconvergiert die Reihe gleichmdfiig im Bereiche 

Zur Abkurzung werde \yo\={i,\yi\=B gesetzt. Im Palle 
B ^ f} 1st, ergibt sich der Beweis sofort aus den allgemeinen 
Satzen betreffend Potenzreihen; vgl. Bd. I, S. 103. Sei also 

Aus der Bedingung i) folgt, daB es eine von n und x unab- 
hangige natiirliche Zahl p, gibt derart, daB 

(2) |/ (a) <^ 

bleibt, wenn n ^ ^ und x beliebig im Kreise K genommen wer- 
den. (Wir erinnern daran, daB die Funktion | f n (x) \ ihren groB- 
ten Wert am Bande des Kreises K annimmt.) 

Perner schlieBt man aus ii), daB jedem Punkte x des Kreises 
C: | x \ = R eine natiirliche Zahl p, x entspricht, derart, daB 

(8) [/() I <- B l- 

bleibt, sobald nur n ^ /^ ist. 

Wir bilden jetzt die Punktion 

(4) 1 log | /.(a) | + log B. 

Sollte insbesondere f n (x) identisch verschwinden, so werde die- 
selbe = gesetzt. Die Punktion verhalt sich im Innern und am 
Bande des Kreises K im allgemeinen harmonisch. Dabei bestehen 
die Ausnahmepunkte hochstens aus Polen, in welchen sie negativ 
unendlich wird. In jedem Bandpunkte von K nimmt sie also 
einen Bandwert an oder aber sie wird dort negativ unendlich. 

Aus (2) ergibt sich endlich, daB am Bande C von K die fol- 
gende Belation statt hat: 

(5) [~ log | /n (a) +logB] c <log|-, ^. 
Wir zerlegen jetzt die Punktion (4) in zwei Teile: 

(6) log|/ n (a!) | +logB = g n (S,r]} + h n (, 77), x = f + irj, 



wobei nun g n (^ 9 rj) f wie folgt, definiert wird. 

O s g o o d , Funktionentlieorie. II, 1 . 2. Aufl. 16 
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a) Im Innern des Kreises K soil g n harmonisch sein; 

b) Am Eande C von K soil dieser Funktion uberall da, wo 
die Punktion (4) einen positiven Eandwert annimmt, der gleiche 
Eandwert vorgeschrieben werden. In alien iibrigen Eandpunkten 
soil g n den Eandwert annehmen. Die Eandwerte von g n 
rndgen mit G n = G n (y}, ip = arc x, bezeicknet werden. 

Daraus folgt, daB durohweg in K flf(f,^)^0, sowie daB 
7) ^0 ist, und darum ist auch durchweg 



(7) 

Im iibrigen ist am Eande von K wegen (5) 

j g n (f, ri] \ c =G n (y) < log j, 
sowie ferner wegen (8): 



In jedem inneren Punkte (,97) des Kreises K kann man g n 
nach der Methode von Bd. I, S. 686 absehatzen. So kommt: 

(Q,\ n (i <n\ < 

\ <J J J/71 \Sj *IJ = 

WO 



Hiermit haben wir AnschluB an die Ergebnisse von 19 er- 
reicht, derm G n (ip) ist fiir jeden Wert von n eine stetige Funktion 
von y ini Intervalle ^ ip ^ 2jr, welohe fiir alle Werte von y> 
im genannten Intervalle und fiir n = 1, 2, . . . endlich und nicht- 
negativ bleibt: 



und fernerhin ist fur jeden Wert von y, wie bereits bemerkt, 



Mithin entspricht einer beliebigen positiven Zahl s' eine natiirliche 
Zahl v derart^. daB 

(9) I G n di{) <c e 7 , v^n. 



20. Der allgemeine Satz, n = 2 243 

Aus (8) folgt nun, daB 



Nimmt man also e > beliebig klein, sowie B' < R beliebig nahe 
an R an und bestimmt man e' dann aus der Gleiehung 

, R E' 

' 



so wird unter Benutzung von (9) und (8) 

(10) g n (, r{)<s ) r = V^+tf ^ R' 3 ***. 

Aus (7) schlieBt man jetzt, sofern f n (x) nicht identisch ver- 
schwindet, daB 



n 

oder auch 
(11) !/( 

und diese letzte Eelation gilt selbst dann noch, wenn f n (x) = 0. 
1st nun \y\^S l9 so ergibt sich aus (11), daB 



Hiernach braucht man s nur so zu wahlen, da S 1 ja nach Voraus- 
setzung < | T/ I | = B ist, daB 

S B 

- e < 1 , also B < log -g~ 

wird, um aus (12) auf die in Aussicht gestellte gleichmaBige Kon- 
vergenz der Eeihe (1) im Bereiche | x \ ^ R' < R, \ y \ ^ S^ < t/ x | 
zu schlieBen. 

Beweis des "Ubergangssatzes, 18. Da f(x,y) sich nach 
Voraussetzung im Anfange analytisch verhalt, so gibt es zwei po- 
sitive Zahlen R l ^ R , S I ^ S derart, daB die Darstellung 

(13) F(x,y) 

n 

gilt, wobei die Eeihe im Bereiche 



16* 
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gleichmaBig konyergiert und f n (x) sieh im Kreise [ x { ^ B^ ana- 
lytisch verhalt. Erteilt man y also einen von verschiedenen 
Wert y Q im Kreise | y \ g S ly so ist hiermit die Bedingung i) des 
Hilfssatzes, bezogen auf den Kreis K = K : \x\ ^ R ly erfiillt. 

Jetzt nehine man y l beliebig nahe am Eande des Kreises 
\y\=S doch so, daB | y 1 \ < S. Erteilt man x einen willkiir- 
lichen Wert x' im Kreise | x \ < R^ und halt man x r dann fest, so 
wird sich F(x r ,y), als J?unktion von y allein betrachtet, durch. 
eine Eeihe von der Form (13) darstellen lassen: 

00 

(14) F(x',y)=2<P n (x')y n . 

% = 

1m Kreise | y \ ^ S l stimmt aber diese Eeihe mit der Eeihe (13) 
iiberein. Mithin muB 



Daher konvergiert die Eeihe (13) schlechtweg Mr y = y i9 
nnd somit sind auch alle Bedingungen des Hilfssatzes erfiillt, Dar- 
aus ergibt sich denn, daB die vorgelegte Funktion F(x 9 y) sich 
nicht bloB im Bereiche B 19 sondern noch im Bereiche 

B': \x\<%i, \y\<3 

analytisch verhalt. 

Jetzt wird man eine neiie Anwendung des Hilfssatzes machen, 
indem man nun von derselben Funktion F(x 9 y) ausgeht, aber 
von dem Umstande Gebraucht macht, daB dieselbe sich im Be- 
reiche E' analytisch verhalt. Indem man hier x und y ihre Eollen 
vertauschen laBt, schlieBt man nunmehr aus dem dahin abgean- 
derten Hilfssatze, daB F(x 9 y} sich im ganzen Bereiche 



analytiseh verhalt, und hiermit ist der Beweis des tfbergangs- 
satzes erbracht. 

21. Verallgemeinerung anf Fiinktiouen von n Argumenten. 

Um den letzten Satz von 17 unter Aufhebung der Endlich- 
keitsannahme zu beweisen, geniigt es, die Eichtigkeit des ent- 
sprechenden T bergangssatzes, 18, darzutun. Da nun ersterer 
Satz fiir Funktionen zweier Argumente feststeht, so wird man ihn 
fur Funktionen von 2,...,n 1 Argumenten als richtig voraus- 
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setzen und dann den in geeigneter Weise verallgemeinerten Hilfs- 
satz von 20 fiir den Fall von n Argumenten nackweisen. Die 
Methode erhellt bereits aus der Behandlung des Palles dreier Ar- 
gument e. 

Ubergangssatz. Sei F(x,y,z] in jedem Purikte des Be- 
reiches 
Z: | x 1 < E I9 \y\<B 2) \ z \ < B 3 

eindeutig erklart. Erteilt man irgend zweien der Arguments beliebige 
in iliren bezuglichen Kreisen gelegene Werte, welche dann fest bleiben 
sollen, so soil sich F, als Function des dritten Arguments allein be- 
traciitet, analyiisch im ganzen zugehorigen Kreise verhalten, Endlich 
soil sicJi F (x , y , z) , als Funktion oiler drei Variabelen betrachtet, im 
Anfange analytiscli verhalten. Dann verhdlt sich F(x,y,z) im gan- 
zen Bereiche 27 analytisch. 

Zuni Beweise bedient man sich der folgenden Yerallgemeine- 
rung des Hilfssatzes. 

Hilfssatz. Vorgelegt sei eine Beihe 

(1) 2l,n(x)tf*P, 

?/t, n 

wobei sicli f mn (x) im Kreise 

K: \x\^E 

analytisch verhdlt. Sei ferner vorausgesetzt, 

i) dap die Beihe fur y =t= , Z Q 4 s ^ m Kwtee \ x\ ^ B 
gleichmdftig konvergiert; 

ii) da/3 die Beihe fur y^ 4= , % 4= im Kreise K scMechtweg 
honvergiert. 

Dann konvergiert die Beihe gleichmaflig im Bereiche 



Setzt man 

1 2/0 =P> 1 2/1 = B, 

so darf man vom Palle B ^/S, C ^y absehen, da dieser ja ver- 
moge der allgemeinen Satze betreffend Potenzreihen sofort er- 
ledigt wird. Bs moge also mindestens eine der Ungleichungen 

i<-!-, K^ 

R ' y 

statthaben. 



246 1, 3. Singulare Stellen und analytische Fortsetzung. Rationale Funktionen 

Aus der Bedingung i) folgt vox allem, daB es eine von x,m,n 
unabhangige Zahl p, gibt derart, daB 

(2) I/*h*()!<04?r 
bleibt, wofern nur 

| x | ^ R, fji, ^ ra + n. 

Feinei schlieBt man aus ii), daB jedem Punkte x des Kreis- 
randes 
C: \x\=R 

eine natiirliehe Zahl fi^ entspricht, derart, daB 

(3) I /,() i < -^ C n ^ ^ m + n. 
Wir bilden jetzt die Funktion 



Yerschwindet / w/ w (rc) insbesondere identiscla, so werde diese Funk- 
tion auch identisch gleich gesetzt. 

Aus (2) ergibt sick, wenn m + n ^ ^ , daB 



D M O I C? /"^ 

WZ O ^i v i ' i ^ ' 

yfy j_ <j^ jj w/ T~ % y ~~" i /? y 

Wir zerlegen jetzt die Funktion (4) in zwei Teile: 



wobei as = I + i?7 gesetzt ist und auBerdem g mtn (,rj) ahnlich wie 
friiher definiert wird, und zwar, wie folgt: 

a) Im Innern des Kreises K soil g rntW (rj) harmonisch sein. 

b) Am Eande C von K soil &, (,??} eine stetige Folge von 
Eandwerten annehmen, welche mit dem Werte der Funktion (4) 
in einem Punkte von C ubereinstimmen, wo letztere Funktion 
positiv ist, und sonst gleich gesetzt werden mogen. 

Von Mer ab verlauft der Beweis genau so, wie im friiheren 
Falle, und man gelangt so zu folgender Abschatzung: einer be- 
liebig kleinen positiven Zahl s und einer beliebig nahe an B ge- 
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wahlten Zahl E 1 < E entspricht eine Zahl v derart, daB 

^ flf,(f,i7) < e > VP + rf ^E'<E, v^m + n. 

Daraus ergibt sich, daB auch 



sof ern nur / m> n (x) nicht identisch verschwindet uncl | x \ ^ E' < E, 
v ^ m + n. Mithin ist, selbst wenn f mtn (x) = 0, 



Ist nun | y \ ^ S l < B, | z \ < T x < C, so wird 



DemgemaB braucht man nur e > so klein zn wahlen, daB 

^Lpe^- 1 Q p* ^ 1 

B 6 <i, c ~ 6 < 1 

wird, und der Beweis ist fertig. 

Beweis des "Qbergangssatzes. Nach Voraussetzung ist 
F(x 9 y,z) in einem Bereiche 



eindeutig erklart. Legt man zweien der drei Argumente feste, in 
ihren beziiglichen Kreisen befindliche Werte bei, so soil sich F 
ferner, als Punktion des dritten Arguments betrachtet, im dritten 
Kreise analytisch verhalten. Endlich soil F(x,y,z) 9 als Funktion 
aller drei Argumente betrachtet, in einein Bereiche 



analytisch sein. 

Vor allem laBt sich F(x,y,2) durch die Eeihe (1) darstellen: 



(7) F(x, y, z) =2f,n (af) y m z n , 

in, n 

wobei | x | ^ R'i , | y \ <S R% , | z \ ^ Eg und auBerdem / //lf n (o?) sich 
im Kreise | x \ ^ E\ analytisch verhalt. Wahlt man nun y Q , # 
so, daB < | t/ | ^ E[ 2 , < | z$ \ ^ Bg, so konvergiert die Eeihe 
gleichmaBig im Kreise [ x \ ^ R[. Hiermit ist Bedingung i) des 
Hilfssatzes erfullt. 
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Des weiteren sei x' ein belieblger Punkt des Kreises 

x\ ^Bi, den wir nun festhalten wollen. Indem wir F(x',y,z) 

als Funktion von y,z allein betrachten, folgt aus dem Hauptsatze 

im Falle n = 2, da6 F(x',y,s) sich im Bereiche | y \ < B 2 > 

j z | < B 3 analytisch verhalt. Mithin 1st daselbst 

F(af, y, *) = ^<p m ,n(z')y m z n , 

jn, n 

und mm beweist man gerade so wie vorhin, claB 



Jetzt wahle man y l9 ^ bzw. in den Kreisen \y\ < E 2 , 
| z | < B 3 beliebig nahe am Eande derselben. Dann konvergiert 
die Eeihe (7) fiir y = yi, z = BI, wobei x beliebig im Kreise 
| x \ ^ E[ gewalilt ist. Darum ist auch die Bedingung ii) des 
Hilfssatzes erfiillt, und F(x,y,z) verhalt sich somit analytisch 
ini Bereiche 

| x | < R[, | y | < R 2 , |^| < B 8 . 

Indem man jetzt eine ahnliche "Uberlegung anstellt, wobei 
eine der Variabelen y,z an Stelle von x tritt, gelangt man 
schliefilich zum Brgebnisse, daB F(x,y,z) sich im Bereiche 



analytisch verhalt, und hierro.it sind wir nun am Ziele. 

22. Die Cousinsche AblLandlung vora Jalire 1895. 

Wir wenden uns jetzt, in den nachsten drei Paragraphen, zur 
Betrachtung eines wichtigen Beitrags zur Theorie der Punktionen 
mehrerer komplexen Argumente, welcher von Cousin in seiner 
Dissertation 1 ) niedergelegt ist. Es handelt sich urn die Ausdeh- 
nung der WeierstraBschen und der Mittag-Lefflerschen Satze 
von Bd. I, Kap. 11, 10- 12 auf Funktionen der genannten Art. 

Das Integral I. Sei S' ein ein- oder mehrfach zusammen- 
hangender Bereich der ^c-Ebene und sei I eine einfache regulare 
nicht-geschlossene Kurve der ^/-Ebene. Sei ferner f(x,y) eine ana- 
lytische Funktion der beiden unabhangigen Variabelen in jedem 



1) Pariser Th^se: Sur les fonctions de n variables complexes, 1894 = Ada 
Mathematica, Bd. 19 (1895), S. 1, 
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Pnnkte (x, ), wo x ein innerer Punkt von S r und t auf I liegt. 
Dann stellt das liber I hinerstreckte Integral 



ty 

a 

eine im Zylinderbereiehe (S f , T) analytisehe Funktion von (x 9 y) 
dar, wobei T aus der ganzen ^/-Ebene exklusive der Kurve I 
besteht. 

Um nun das Verhalt en von I in den Punkten von I des nahe- 
ren zu bestimmen, bemerken wir vor allem, daB die Kurve I im 
Innern eines bestimmten Streifens der ^/-Ebene eingebettet wer- 
den kann, dergestalt, daB f(x,y) sich im Zylinderbereieh (S',Z) 
analytisch verhalt. 

Sei 2/0 ein beliebiger Punkt von Z, und sei K ein innerhalb Z 
gelegener Kreis mit dem Mittelpunkte y Q ; sei endlich S ein kon- 
zentrischer Kreis vom drittel Eadius. Sind dann t, y zwei belie- 
bige Punkte von , so ist 

f(x> f) = f(x> y) + (t y)iu(x, y) + 2J - (t y) z f yv (> y) H , 

J. / ~. 4> ^ /w. A -J 

= /,(, 2/) + OT (< - )/(, )+ 



, 

Sei allgemein 



Dann verhalt sich-F(, j/,^) zunachst im Zylinderbereich (S' 9 , S), 
nach. geeigneter Erganzung in den hebbaren singularen Punkten 
ty = Q, analytisch. LaBt man ferner t die Kurve I auBerhalb 
^ durohwandern, so verhalt sich F fur jeden solchen festen Punkt 
t analytisch im Bereiche (S f , ), wahrend F andererseits stetig von 
alien drei Argumenten abhangt. 
Hieraus erkennt man, 



ist, wobei derjenige Zweig des Logarithmus gemeint ist, welcher 
im Punkte y = oo verschwindet, und y in der Nahe von I (insbe- 
sondere in 27), aber nicht auf I liegt. Im iibrigen verhalt sich 
2l(#, y) analytisch in alien Punkten (x, t), wo x in S' und t auf I 
liegt, insbesondere im Bereiche (S',)~ 



250 I 5 3. Singulare Stellen und analytlsche Fortsetzung. Bationale Funktionen 

Auf Grand der Darstellung (2) laBt sich die analytische Fort- 
setzung von I in der Umgebung eines solchen Punktes (x t t) leicht 
erkennen. Bezeichnet man namlich das linke Ufer von I, wenn t 
diese Kurve im Sinne von a nach b durchlauft, als das positive, 
das rechte als das negative, so ergibt sich fiir die genannte Um- 
gebung 
(3) I+= !- + /(*, 3,). 

Die Function W(x,y). Zum SchluB betrachten wir mehrere 
Kurven l k , welche den einen Enclpunkt b gemein haben und sich 
sonst nicht treffen, und ordnen denselben bzw. Funktionen 
f k (x,y} zu, welche deri fiir j(x 9 y) maBgebenden Bedingungen ent- 
sprechen. Insbesondere werden sich also diese Funktionen samt- 
lich in jedem Punkte (x,b) analytisch verhalten. Bildet man nun 
die zugehorigen Integrals I k und setzt man die Summe 

2l t = W(u, y) 

k 

an, so wird sich diese Funktion in der Nahe eines Punktes (x,b], 
folgt, verhalten. 
Wir bezeichnen mit 

L(y)= log (6 -y) 



einen Zweig der rechter Hand stehenden Funktion, dessen Ver- 
zweigungsschnitt in der Nahe von b mit einer besonderen der 
Kurven Z & zusammenfallt. Durch die Kurven l k wird die Umge- 
bung a von b in mehrere Bereiche B n9 R p9 ... eingeteilt. Und 
nun wird I k im Innern eines Bereiches (S' 9 R n ) durch die Formel 

Ik = fjc(x, y) \L(y) + m kn } + %,(x, y] 

dargestellt, wobei 2l ft (#, y) sich im Punkte (-x 9 b) analytisch ver- 
halt und" m kn eine ganze Zahl bedeutet, welche bei festbleibendem 
ft ein und denselben Wert hat, so lange y nur in E n verbleibt, 
aber ihren Wert mit n andern kann. 

Yerlangen wir nun noch, daB die Gleichung 



in a identisch erfiillt werde. Dann wird 

hn U(x, y) + ^(x, y) } 
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Hieraus ergibt sich, da6 dasjenige Funktionselement, welches 
im Bereiche (S , B n ) dnrch die Funktion W(x,y] dargestellt wird, 
sich uber den ganzen Bereich (S f , a] hin analytisch fortsetzen laBt. 

23. Fortsetzung. Ein Hilfssatz. 

Wir wollen nun einen ein- oder mehrfach zusammenhangen- 
den regularen Bereich S der y-Ebene betrachten. Derselbe werde 
in regulare Teilbereiche R l9 R 2 , . . ., etwa nach Bd. I, Kap. 5, 9, 
zerlegt, und jedem R t werde eine im Innern des Zylinderbereiches 
(8' 9 Hi) meromorphe Funktion 1 ) f f (x, y) zugeordnet. AuBerdem 
soil sich fi(x,y) in denjenigen Eandpunkten (x,y) vori (S', R t ), 
wofiir y am Eande von B f (y =)= i) nnd x innerhalb S' liegt, mero- 
morph verhalten. 

Seien B n ,R v zwei benachbarte Bereiche, und sei l n ^ die ge- 
meinsame Begrenzung derselben. Letztere soil im besonderen aus 
einer nicht-geschlossenen einfachen regularen Kurve bestehen. 2 ) Sei 
t ein Punkt von Z wp , und sei x ein Punkt von S'. Dann geht 
schon aus der Voraussetzung hervor, daB die Funktion 

i) f*(n>y) f*(x>y) 

im Punkte (x,t) keine hohere als eine auBerwesentliche bzw. eine 
hebbare singulare Stelle besitzen kann. Wir wollen den Funktio- 
nen fi(x,y) nun noch die weitere Bedingung auferlegen, daB diese 
Differenz in der Nahe des genannten Punktes hochstens hebbare 
Singularitaten aufweise und sich also zu einer dort analytischen 
Funktion erganzen lasse. Es sei uns gestattet, die also erganzte 
Funktion in der Form 

{lv(>y)~in(x,y)} 

zu schreiben. 

Die Funktion I ny> . Wir bilden jetzt die Funktion 



t~y 



1) Wir schlieBen uns der Cousinschen Bezeicknungsweise immer noch 
an. Demnach entspricht erst die Differenz zweier Funktionen des gegen- 
wartigen Paragraphen, f n (x, y) f p (x,y), der Punktion fj(x, y) von 22. 

2) Bei den Anwendungen handelt es sich namlich nm Teilbereiche R if 
welche entweder Quadrate, sofern der Satz von Bd. I, Kap. 5, 3 in Be- 
tracht kommt, oder hochstens Bereiche a von normalem Typus, Bd. I, Kap. 5, 
9, sind. Darum wollen wir uns auch auf diesen Pall beschranken und dem 
Leser etwaige Verallgemeinerungen iiberlassen, falls er sich dafiir inter- 
essieren sollte. 
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wobei das Integral in demjenigen Sinne iiber l n $ bin erstreckt 
wercle, "welcher einer positiven Umkreisung des Bereiches R n ent- 
spricht. Dann erkennt man vor allem, daB 

OJ **-nv ^^ -*-%>n * 

Die Funktion I n33 1st im Zylinderbereich (S', T nv }, wobei T n $ 
die ganze i/-Ebene exklusive der Punkte von l ny> bedeutet, eindeu- 
tig erklart und verhalt sich dort analytisch. Setzt man l ny> iiber 
(S f , R n ) hinaus in (S f , B,) analytisch fort, so geht I n9 nach 22, 
(3) in 

4) !+ {U(*,y}-~1n(z,y}} 

iiber. 

Lie Funktionen @(x,y), <p n (x,y)* Wir bilden femer flir je 
zwei benachbarte Bereiche R n nnd 2?^ die Summe 



Dieselbe definiert eindeutig in jedem inneren Punkte eines jeden 
Bereiches (S', R n ) eine daselbst analytische Funktion mit den- 
selben Bigenschaften wie die Funktion W(x,y] von 22. Im Be- 
reiche (S',R n ) werde dieselbe mit <p n (x,y) bezeichnet: 

6) <p n (x, y] = <P(oj, y), (x, y] in (Sf', R n ). 

Nach den Ergebnissen von 22, Ende, laBt sich <p n (x 9 y) 
liber die ganze innerhalb des Bereiches (S 1 , 8} belegene gemein- 
same Begrenzung der Bereiche ($', R n ) und (S 7 , Rp) hinaus ana- 
lytisch fortsetzen. Da jede Punktion I rs auBer I n;D dabei in sich 
selbst iibergeht, so hat die bewuBte Fortsetzung im Bereiche 
(S f , E^ den Wert 1 ) 

7) *(,)+ {/p(,y)-/(,y)}. 



1) Genauer gesagt fassen wir einen Punkt (', t) ins Auge, wo $' in S' 
liegt und t ein mit keinem Endpunkte von l ny> zusammenfallender Punkt die- 
ser Strecke ist. In der Umgebung von (%' , t] gilt dann die Formel 7). 

In der Umgebung or eines Punktes (x f , 6) , wo x f in 8 r liegt und b ein zum 
Rande von S gehoriger Endpunltt von l ny) ist, wird 

tfr y) - 1 1>& ti-*> d > log 5 + gfe y). 



wo S((fl3, |/) sich in cr analytisch verhalt. Hieraus erkennt man, daB die Be- 
stimmungen von 0(x,y) in R n und Hy, d. h. die Funktionen <p n (x,y) und 
<Pv($.,y} } im allgemeinen tiber einen solchen Punkt (x', b) liinaus keine ana- 
lytische Fortsetzung zulassen. 
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Diesen Sachveiiialt konnen wir auch durch folgende Bezeichnung 
knrz zum Ausdruck bringen: 

8) yn (x, y) I-^EV = <p* (%, y) + [U (> y) in (%, y) } - 

Mit diesem Resultat sind wir nun gleich am Ziele. Es bleibt 
nur noch iibrig, eine Fimktion F(x,y}, wie folgt, einzufiihren: 

9) F(x, y} = cp n (x, y) + f n (x, y}. 

Dieselbe 1st zunachst im Innern eines jeden Bereiches ($', B n ) 
liberal! da eindeutig definiert, wo /(#,#) defmiert ist, und weist 
dort auBerdem dieselben Singularitaten wie f n (x, y) anf, da 
<p n (x, y} sich ja im genannten Bereiche analytisch verhalt. Setzt 
man ferner F(x,y) aus einem Bereiche (S' 9 B n ] in einen benach- 
barten Bereich (S f , R P ) analytisch fort, so fallt die also erhaltene 
analytische Portsetzung mit der durch 9) in (S', R v ) definierten 
Punktion F(x } y} zusammen. Hiermit sind wir nunmehr zu folgen- 
den Ergebnissen gelangt. 

Hilfssatz. Seien S f , S ein- oder mehrfach msammerihangende 
Bereiche der x- resp. y-Ebene, und sei S aufSerdem regular. Letz- 
terer moge noch in eine endliche Anzahl weiterer regular er Bereiclie 
E n zerlegt werden. 1 ) Jedem Zylinderbereiche (S' } E n ) werde eine 
Funktion f n (x,y) von der folgenden Beschajfenheit zugeordnet. 

a) Ist X Q ein lelieliger innerer Punkt von S' und y ein beliebi- 
ger innerer oder Randpurikt von R n} so soil sich f n (x, y) im Punkte 
(x , y Q ) meromorph verlialten. 2 ) 

b) Im Falle y Q am Bande sowohl von R n als von R^ liegt, soil 
die Different 

i*(*>y) 1n(x,y) 

in der Nafie der Stelle (X Q) y Q ) Jidchstens lieHbare Unstetigkeiten auf- 
weisen und sich somit nach geeigneter ErMdrung in den genannten 
Stellen im Punkte ( >2/o) analytiscli verhalten. 

Alsdann gibt es eine im Zylinderbereictie (S f , S} meromorpJie 
Funktion F(x,y) derart, dap die Funktion 

F(x,y}-f n (x,y) 



1) Man vergleiche die Anmerkung, S. 201. 

2) Am Rande von S liegt eine endliche Anzahl von Punkten, in denen 
zwei oder mehrere Bereiche E n zusammenstoBen. Ist y Q ein sonstiger Band- 
punkt von S, und liegt x f in S' ', so braucht man keine Voraussetzung iiber 
das Verhalten der Funktion im Punkte (o; , y ) zu machen. 
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sich in jedem Punkte (X Q , y ) von (3', R n ) bis auf "hebbare Singula- 
ritdten analytisch verhalt, ivo X Q im Innern von S f , und y Q nur nichi 
am Rande von S liegt. 

Der Satz nebst Betveisen gilt nodi unverdndert fur den Fall, daji 
n Argwnente x l9 ...,x n an Stelle von x treten, welche dann resp. 
auf Bereiche S' i3 . . ., S' n Hirer bezugliclwn Ebenen beschrdnkt werden. 
Der Bereich S der Variabelen y soil nach wie vor regular sein. 1 ) 

24. Eine Verallgemeineniiig des Mittag-Iiefflerschen Satzes. 

Wir sind jetzt imstande, den Mittag-Lefflersohen Satz vor 
Bd. I, Kap. 11, 11 auf Punktiouen mehrerer Veranderlichen aus- 
zudehnen. Zu dein Zwecke machen wir vor allem anf nachste- 
hende notwendige Bedingungen aufmerksam. 

Zwei Funktionen, cp(x,y) und ip(x,y], deren beide sich in 
einem Punkte (a 9 V) meromorph verhalten ? mogen im Punkte (a y b] 
miteinander dquivalent in bezug auf Subtraktion heiBen, falls die 
Different 

<p(x,y) y(z>y) 

in der Nahe yon (a,&) hochstens hebbare Singularitaten aufweist. 

Sei F(x,y) im ganzen endlichen Eaume meromorph. Dann 
kann man jedem Punkte (a, b) dieses Baumes eine Punktion 
1a.i>(%>y) v o n folgender Beschaffenlieit zuordnen. 

i) / 0& (a;, y) verhalt sich im Punkte (a, b) meromorph und ist 
dort mit F(x 9 y) aquivalent in bezug auf Subtraktion. Bezeich- 
nen Tsir mit 



eine Umgebung des Punktes (a , &) , worin die genannte Funktion 
diese Bigenschaft aufweist. 

ii) Ist (a' 5 & ; ) ein Punkt von T a6) so ist dort /#&'(#, y) mit 
faD( x >y) Equivalent in bezug auf Subtraktion. 

Der Satz, worum es sich handelt, besteht nun geradezu in 
der Umkehrung dieser beiden Bedingungen. 

Theorem. 2 ) Jedem Punkte (a, &) des endlichen Eaumes werde 
eine Funktion f a ^(x, y) mgeordnet, welche sich in einer Umgebung 

1) Allgemeiner darf der Punkt (x) = (x l , . . ., x n ) in einem beliebigen Be- 
reiche des 2n-dimensionalen Raumes dieser Variabelen liegen. 

2) Cousin, Ada Mathematica 19 (1895) S. 56. Ein besonderer Fall die- 
ses Satzes ist bereits von Appell, Ada Mathematica 2 (1883) S. 71, behan- 
delt worden. 
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T a& dieses Punktes meromorph verhdlt. 1st fernerhin (a', &') ein 
Punkt von T a& , so sollen / a& (#,?/) un ^ / a / 6 /(rc, j/) in (a', b') mitein- 
ander dquivalent in bezug auf Subtraction sein. Dann gibt es eine 
Punktion F(x 9 y), welclie sicli im ganzen endlichen Eaume mero- 
morph verhdlt und in jedem Punkte (a, V) mit der zugehorigen Funk- 
tion / a& (#, y) dquivalent in bezug auf Subtraction ist. 

"Wir bezeichnen mit Z R den abgeschlossenen Zylinderbereich 



S': 



S: 



Indent wir jedes Qnadrat in 2 2n gleiche Quadrate einteilen, be- 
zeichnen wir eines der kleinen Quadrate von S', S resp. mit q' u ,q>* 
Und nun behaupte ich: wird n geniigend groB gewahlt (und dann 
festgehalten), so entspricht jedem Zjlinderbereiche (^,g^) ein 
Bereich T a6? welcher (q' u ,q,,) im Innern enthalt. 

Zum Beweise nehme man an, die Behauptung sei falsch, und 
teile S", 8 je in vier gleiche Quadrate. Dement sprechend wird 2 R 
in 16 gleiche Zylinderbereiche eingeteilt. Piir mindestens einen 
letzterer Bereiche wird nun die entsprechende Behauptung eben- 
falls falsch sein. Ein solcher Bereich wird jetzt derselben "Uber- 
legung unterworfen, wodurch dann wieder ein Teilbereich entsteht, 
wofiir die Behauptung nicht gilt. 

Indem man nun das Verfahren unbegrenzt fortsetzt, wird 
man zu einem alien der ausgezeichneten Teilbereiche gemeinsamen 
Punkte (x,y) gefiihrt, in dessen jeder Nahe es einen Zylinderbe- 
reich gibt (namlich einen der bewuBten Teilbereiche), wofiir die 
Behauptung nicht gilt. Dies widerspricht aber dem Tatbestande, 
clenn dem Punkte (x,y) entsprechen ja ein Bereich T^y und eine 
Punktion /5p(a;,j/), welche das Ergebnis unmoglich machen. 

Wir sind jetzt in der Lage, den Hilfssatz von 23 anzu- 
wenden. Sei q' a ein beliebiges der der bewuBten Eintellung des 
Quadrats S' entsprechenden Quadrate, und sei Q' u ein etwas gro- 
Beres, q' a im Innern enthaltendes Quadrat. Als Bereich S r des 
Hilfssatzes nehmen wir nun Q' K , als S dagegen das Quadrat S, 
und als die Bereiche R n endlich die Quadrate g tf . Nachtraglich 
hat man noch dafur zu sorgen, daB Q' a soweit eingeschrankt wird, 
daB der Bereich (%,gj, wo ft beliebig ist, stets innerhalb des 
den Bereich (g^, gj enthaltenden Bereiches T^ liegt. Das Ergeb- 
nis ist nun eine Punktion f a (x,y), welche sich in jedem inneren 
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Punkte (a, 6) des Bereiches (Q,S} meromorph verhalt und da- 
selbst mit der vorgelegten Funktion f a *(x 9 y) aqnivalent in bezug 
auf Subtraktion ist. 

Alsdann wird man den Hilfssatz von iieuem anwenden, in- 
dem man jetzt x und y ihre Eollen vertanschen lafit. Als die 
Bereiche S', S des Hilfssatzes werden nun die Quadrate 8 resp. 
S' genommen, wahrend die Bereiche E n durch g vertreten wer- 
den. Das Bndresultat kann man, wie folgt, formulieren. Unter 
den Bedingungen des vorsteJienden Theorems gilt es eine Funktion 
& R (z,y) 3 welcJie sicli im Innern des Bereiches S R meromorph ver- 
halt und in jedeni inneren Punkte (a, b} desselben mit der zu- 
gehorigen FunUion f ab (x, y) Equivalent in bezug auf Subtraction ist. 

Der Satz laBt eine ersichtliclie Erweiterung zu, indem man 
ihn an! den dbgeschlossenen Bereich Z R ausdehnt. Zum Beweise 
braucht man nur E' > E anzunehmen und die Funktion R ,(x,y} 
in Z R zu betrachten. 

Bs ist jetzt nur noch ein kurzer Schritt zum Beweise des 
Theorems. Wir bilden namlich die Punktionen R (x,y) fiir eine 
ins Unendliche wachsende Eeihe von B-Werten, indem wir jedes- 
mal den abgeschlossenen Bereich S R zugrunde legen. Insbeson- 
dere sei E = 1, 2, . . . 

Die Punktion 

m +i(v,y} &m(x,y) =m( x >y] 

verhalt sieh nach Erganzung in den hebbaren Singularitaten ana- 
lytisoh im abgeschlossenen Bereiche Z m . Entwickelt man dieselbe 
dort nach dem Taylorschen Lehrsatze, so wird die dadureh sich 
ergebende Eeihe im Bereiche 
27; / : | x | ^ m, \y\<Lm 

gleichmaBig konvergieren. 

Sei 



eine konvergente Eeihe positiver Zahlen. Dann wird man die be- 
wuBte Potenzreihe so zerlegen konnen: 

Q n (x, y) = P m (%, y} + E m (x, y}, 
daB der Best, E m (x,y), in Z' m der Bedingung 

| B m (x,y) | <s m 
geniigt. Dabei bedeutet P m (x>y) ein Polynom. 
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Jetzt wollen wlr die Funktionen m (x, y) durch geeignetere 
aquivalente Funktionen F m (x,y), wie folgt, ersetzen. Sei 



F m (x, y) = m (tc 9 y) -Pjc(x y y) , 2 ^ m. 

A = l 

Es ergibt sich, daB 
(!) F m+I (x, y} F m (x, y} = R m (x, y). 

Die Funktion F m (x,y) ist offenbar im Bereiche Z' m mit 
@m(%,y) aquivalent, nnd dasselbe gilt auch von der Funktion 

30 

(2) F (x, y) = F n (x, y) + yB k (x, y) , 

k = in 

da das letzte Glied eine in S' m gleichmaBig konvergierende Eeihe 
ist, deren Glieder sich dort analytisch verhalten. 

Sei M eine beliebige natiirliche Zahl. Wir bilden die Funk- 
tion F(x,y) einmal ftir m^M, sodann aber fur m + r, r>0, 
und betrachten die Different dieser beiden Bestimmungen im Be- 
reiche ' M i 

oo nt+r l 

-Fm-1-r + ^X, Bk F m ^ Rjc=F m ^. r ^m^j %% 

k = m + r k m jt = m 

Aus (1) ergibt sich, daB letztere Funktion in S' M identisch ver- 
schwindet. 

Hiermit sind wir zu folgenden Ergebnissen gelangt. Durch 
die Formel (2) wird zunachst fiir den Fall m = 1 eine Funktion 
F(x 9 y) im Bereiche Z{ vorgestellt, welche sich dann bis auf 
auBerwesentliche singulare Stellen liber den ganzen endlichen 
Eaum bin analytisch fortsetzen laBt und im Bereiche S' m mit der 
durch die Formel (2) daselbst dargestellten Funktion aquivalent 
(well identisch) ist. DemgemaB wird diese monogene analytische 
Funktion auch in jedem Punkte (a, b) des Eaumes mit der zuge- 
horigen Funktion f a t(x, y) aquivalent in bezug auf Subtraktion 
sein, und hiermit ist der Beweis des Satzes vollstandig geliefert. 

Der erweiterte Satz. Der vorstehende Satz laBt sich nach 
zwei Eichtungen hin erweitern. Erstens gilt er unverandert fiir 
Funktionen beliebig vieler Variabelen. In der Tat geniigt die 

s good, Punktionentkeorie. 11,1. 2-Aufl. 17 
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vorstehende Methods ohne Modifikation zur Begriindung dieser 
Verallgemeinerung. 

Zweitens sei ein beliebiger Zylinderbereich (T 1? ...,T n ) vor- 
gelegt, wobei T 7 , bloB ein Kontinuum der eigentlichen # ft -Ebene 
bedeutet, und man ordne jedem Punkte dieses Bereiches (wozu 
ja kein Kandpunkt gehort) eine sich dort meromorph verhaltende 
Funktion zu. Dann gibt es eine Funktion F(z l9 . . ., z n ), welche 
iiberall da im Bereiche, wo sie definiert ist, eindeutig ist und In 
jedem Punkte des Bereiches mit der diesem Punkte zugeordneten 
Funktion Equivalent in bezug auf Subtraktion ist. 

Ini besonderen Falle, da6 jeder Bereich T k aus dem Einheits- 
kreise | z k \ < 1 besteht, kann man den Beweis geradeso wie vor- 
hin fiikren ? indem man als E R den Bereicb 

\z k \^R, < E < I, i-i,...,*, 

nimmt, und B dann etwa gleieh 1 l/(m + l), wi,s,..., setzt. 

Der allgemeine Fall, daB jeder Bereich T% einfach zusammen- 
hangt, laBt sicb nun ohne weiteres duroh konforme Abbildung auf 
diesen Fall zuruokfiihren, 

Hangt dagegen einer der Bereiche T& mehrfach zusammen, 
so wild man jeden Bereich T k nach der Methode von Bd. I, 
Kap. 5 S 3 in eine Eeihe regularer Bereiche Tf, 1=1,2,.., ent- 
wiekeln und eine Funktion <P W (%,..., n) aufstellen, welche dem 
Zylinderbereiche (T^ 9 . . ., T^) entspricht. 1 ) Die Dilferenz 



verhalt sich dann (nach Erganzung in etwaigen hebbaren singu- 
laren Stellen) ausnahmslos analytisch im abgeschlossenen Bereiche 



Nun lassen sich andererseits die Bd. I, Kap. 11, 15 darge- 
stellten Entwicklungsmethoden ohne weiteres auf Funktionen meh- 
rerer Yariabelen ausdehnen, welche in abgeschlossenen Zylinder- 
bereichen betrachtet werden. DemgemaB kann die Funktion 
An (#u >#) i m abgeschlossenen Bereiche (T^, . . ., T^) durch 
eine im Innern des Bereiches (Ti,...,T n ) analytische Funktion 



1) Diese Methode kann man auch im Falle lauter einfach zusammen- 
hangender Bereiche beniitzen. 
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P m (z-i , . . . , z n ) gieichmaBig angenahert werden. Hiermit erhalt man 
die Zerlegung 



wobei B m (^i, . , z n ) sich i m abgeschlossenen Bereiche (T^ l \ . . ., T w >) 
analytisch verhalt und daselbst 

| R m (z l9 . . .,s B ) | <s n . 

Von hier ab verlanft der Beweis, wie vorhin. 

Bs sei noch hervorgehoben, daB wir den Mittag-Leffler- 
schen Satz von Bd. I, Kap. 11, 12 zwar fiir einen bellebigen 
Zylinderbereich, nicht aber fiir einen allgemeinen Bereich des 
2n-dimensionalen Baumes verallgemeinert haben. 

25. fiber Funktionen mit vorgeseliriebenen Nullgebilden. 

"Wir wenden nns jetzt zn einer Verallgemeinerung des 
WeierstraBschen Satzes voin Jahre 1876, Bd. I, Kap. 11, 10. 
Sei G(x,y) eine ganze Funktion, welche Wurzeln besitzt und nicht 
identisch verschwindet. 1st (a, 5) eine Wurzel von G, so kann man 
die Punktion in der Nahe dieser Stelle vermoge des WeierstraB- 
schen Satzes, Kap. 2, 2, in der Form darstellen: 

G(x,y) =P(w,g)Q(w,g), 

wobei P (w , z) ein ansgezeichnetes Pseudopolynom mit der Spitze 
im Anfang bedeutet: 

P(w, z) = w m + A (z)w-*- H ----- h ^m(^) ? 

und x, y linear von w,z abhangen. 

Sind zwei Funktionen u(x 9 y) 9 v(x 9 y) in einem Punkte (a, b) 
analytisch und verschwindet keine davon identisch, so heiBen sie 
im Punkte (a, V) miteinander aquivalent in "bezug auf Division, falls 
der Quotient 



in der Nahe des Punktes (a, b) hochstens hebbare Singularitaten 
aufweist und die erganzte Funktion dort nicht verschwindet. 

Den Bedingungen i), ii) von 24 entsprechend finden wir 
aueh hier zwei notwendige Bedingungen fiir eine ganze Funktion 
G(x,y): 

17* 
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i) Jedein Punkte (a, 6) des Eaumes lat sich eine Funktion 
u a-b( x ^y) zuordnen, welche sich im Punkte (a,b) analytisch ver- 
halt und dort mit G(x,y) aquivalent in bezug auf Division ist. 
Bezeichnen wir mit 



eine Umgebung der Stelle (a,??), worm die genannte Eunktion 
diese Eigenschaft aufweist. 

ii) Ist (a\ b f ) ein beliebiger Punkt von T o6J so ist dort 
u a ,v(x, y) mit u aj) (x,y) aquivalent in bezug auf Division. 

Diese Bedingungen lassen sich nun in folgender Weise um- 
kehren. 

Theorem. 1 ) Jedem Punkte (a, 1) des endlichen Eaumes werde 
eine Function u a ^(x } y) zugeordnet, welche sich in einer Umgebung 
Tat dieses Punktes analytisch verhalt. Ist fernerhin (a' 9 b f ) ein 
Punkt von T a65 so sollen u alt (x f y} und u^^x.y) in (a r ,V) mitein- 
ander in bezug auf Division aquivalent sein* Dann gibt es eine gauze, 
Funktion G(x,y) t welche in jedem Punkte (a, b) mit der zugelidrigen 
Funktion u a % (x , y) aquivalent in bezug auf Division ist. 

Zum Beweise bezeichnen wir wieder mit Z R den abgeschlosse- 
nen Zylinderbereioh 



"wobei B eine beliebige positive Zahl bedeutet* Jedem Punkte 
(a,b) von E R entspricht nach i) eine positive Zahl h ab . Wie in 
24, so erkennt man auch hier, daB es eine positive konstante 
Zahl h gibt. welche jedem dieser Punkte gleichmaBig zugeordnet 
werden kann. Greifen zwei Bereiche T a % und T u ^> iibereinander 
und bezeichnet man den gemeinsamen Teil mit T, so werden die 
Punktionen u a t(x,y) und u a ,%.(x,y) in jedem inneren Punkte von 
T miteinander aquivalent sein. Nun werden die x- und y-Ebenen 
in Quadratnetze eingeteilt, wobei die Lange einer Diagonale klei- 
ner als \Ti sein soil, und die Komplexe von Quadraten, q' a und q J9 
werden gerade so wie vorhin definiert. 

Wir brauchen jetzt das Analogon des Hilfssatzes von 24. 
Dieser Satz lautet, wie folgt: 



1) Cousin a. a. 0. S. 56. 
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Hilfssatz. Sei S' ein beliebiger einfacli zusammenhangender 
Bereich der x-Ebene, und sei S ein regular er ein- oder melirfach zu- 
sammenlidngender Bereich der y-Ebene. Letzterer moge nodi in eine 
endliclie Anzdlil einfach zusammenhangender reguldrer BereicJie E n 
zerlegt werden. Jedem Zylinderbereiche (S f , B n ) werde eine Funk- 
tion u n (x, y) von folgender BeschaffenJieit zugeordnet: 

a) 1st X Q ein beliebiger innerer Purikt 'Don S r und y Q ein beliebi- 
ger innerer oder Randpunkt von B n , so soil sich u n (x, y) im Punkte 
(%o> 2/o) analytisch verhalten 1 ) ; 

b) Im Falle y Q am Eande sowolil von E n als von R P liegt, sollen 
u n ( x 9 y) m d Up (x , y} im Punkte (X Q , y } miteinander dguivalent in 
bezug auf Division sein. 

Alsdann gibt es eine im Zylinderbereiche (S' , S) analytiscJie 
Function H(x,y}, welche in jedem Punkte (X Q} y Q ] von (S',E n ) mit 
u n (%, y) in bezug auf Division dguivalent ist, wo X Q im Innern von 
S' und 7/ nur niclit dm Eande von S liegt. 

Der Satz nebst Beweis gilt nocti unverdndert fur den Fall, daft 
n Argumente x l} . . ., x n an Stelle von x treten, welche dann bzw auf 
einfach zusammenhdngende Bereiche S' , . . . , S' n ihrer bezuglichen 
Ebenen bescJirdnkt werden. Der Bereich S der Variabelen y soil nach 
wie vor regular sein und ein- oder mehrfach zusammenhangen. 2 ) 

Behufs des Beweises sei l ny> die gemeinsame Begrenzung 
zweier benachbarten Bereiche R n und R^, welche wiederum so an- 
genommen werden mogen, wie vorhin in 23. Dann gibt es 
einen Z W2) im Innern umfassenden einfach zusammenhangenden Be- 
reich T der t/-Ebene derart, daB die Funktion 



sich im einfaeh zusammenhangenden Zylinderbereiche ($', r) bis 
auf hebbare Singularitaten analytisch verhalt und die also er- 
ganzte Punktion, welche durch das namliche Symbol, g n y>(%>y}> 
bezeichnet werde, dort nicht verschwindet. Demnach wird die 
Eunktion logg np (x,y] einen daselbst analytischen Zweig 



haben. 



1) Die in der Anmerkung 2), S. 258 vennerkte Verallgemeinerung hat 
auch hier statt. 

2) Es findet auch Mer die Verallgemeinerung von S. 254, Anm. 1), statt, 
wobei jedoch der Bereich der Punkte (x) jetzt einfach zusammenhangen rauB. 
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Hieraus werde nun die Funktion 



__!_ fGns 

~ ZniJ t y 



gebildet. Dieselbe subsumiert sich unter den in 23 behandelten 
Integralen. Wir bilden noch, ahnlich wie in 23, die weitere 
Funktion 1 ) 



Nach den damaligen Entwicklungen laBt sich also <P(a?, j/) 
aus deni Bereiche (S 7 , B M ) in den benachbarten Bereich (S', BJ 
analytiscli fortsetzen, und 2war geht 0(x,y) dabei iiber in 

^(^ ? y) +G np (x,y). 

Fassen wir einen inneren Punkt b von S ins Auge, an welchen 
mehrere Bereiche B n sagen wir der Bestimmtheit halber JB X , 
. ,.,B 4 anstoBen und dabei die Umgebung von & vollig er- 
schopfen. Wird dann L(y) wie fruher definiert, und liegt y in der 
Nahe von b, so wird 

0(o?, |/) (, y) + [G + <?+ <?84+ 



wobei (, j/) sieh analytiseh verhalt und m<$, . . . ganze Zahlen 
bedeuten, welche ein und denselben Wert beibehalten, so lange 
nur y in B< bleibt, sich aber andern konnen, wenn y einen an- 
deren Bereich B/ betritt. 

Die eokige Klammer hat den Wert 



= logl = 

wobei IT eine ganze Zahl bedeutet. Mithin wird durch die Diffe- 
rent 



eine im Bereiche (S' 9 B<) analytische Funktion definiert, welche 
eine analytisehe Fortsetzung iiber den ganzen Bereich (S", or) hin 
gestattet, wobei a eine geeignete Umgebung der Stelle b vorstellt. 

1) Cousin a. a. 0. S. 17. Die Cousinsche Bezeichnungsweise noch wei- 
ter beiaubehalten, ist nicht ratsam. 
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Jetzt sieht man, wie man die Funktion &(x,y) allgemein zu 
modifizieren hat. Man bilde namlich 2niRL(y) fur jeden in S 
gelegenen Knotenpunkt und ziehe diesen Ausdruck von 0(x,y] 
ab. So entsteht eine Funktion 



Sei 

y n (x,y}^W(x,y) in (S',B n ). 

Dann laBt sich y n (x,y} iiber (S',B n ) hinaus in (S',R P ) analytisch 
fortsetzen, und zwar ist 

y*(ff, y) \-+x p = Vvfa y) + G ny (x, y) 

wo m eine ganze Zahl bedeutet. 

Es bleibt nur noch iibrig, die Funktion 



zu bilden. Setzt man diese aus dem Bereiche (8' 9 B n ) in (S", R v ) 
analytisch fort, so kommt 

Unfa y)e^ (a ' y ^^ ( ^^u 9 fa y)e'"* (x ' y \ 

Hiermit erweist sich H(x,y) als die vom Hilfssatze verlangte 
Funktion. 

Kehren wir nunmehr zuni Beweise des Hauptsatzes zuriick! 
Yon hier ab verlauft die SchluBweise der friiheren zur Begriin- 
dung des Satzes von 24 beniitzten genau parallel. Wir erhalten 
zunachst, analog wie iriiher, das Eesultat: Unter den Bedingungen 
des vorstehenden Theorems giU es eine Funktion H R (x y y), welche 
sich im abgeschlossenen Bereich Z R analytisch verhalt und in jedem 
Purikte (a, 6) desselben mit der zugelwrigen Funktion u a - b (x,y) in 
Izezug auf Division Equivalent ist. 

Hierauf setzen wir B=w = l,2,8,... und bilden die Funk- 

tion 

H m+l (x t y) ___ , x 
~ 



Letztere Funktion verhalt sich analytisch im Bereiche Z m und ver- 
schwindet dort nicht. DemgemaS laBt sich dieselbe in der Form 



darstellen, wobei X m (x, y} sich ebenfalls in S m analytisch verhalt. 
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Jetzt werde X m nacli clem Taylorschen Lehrsatze eutwickelt. 
Indem man diese Eeihe so spaltet, daB der Best derselben im Be- 
reiehe 
27;,: \x\^m, \y\^m, 

dera absoluten Betrage nach kleiner als s m bleibt: 

X m = P m + R m , I -Km I < m > 

mogen dann neue Funktionen G m (x 9 y] an Stelle von H^x.y), 
wie folgt, eingefuhrt werden: 

Gifa y) = Hifa y) , G m =H m 
Dann wird 



Die in Anssicht gestellte Funktion G(x,y) wird endlich dutch 
die Formel definiert: 



Bs wird namlich genau so wie im frtiheren Falle gezeigt, daJ8 
G(x,y] in einem beliebigen Z' M nicht mehr von m abhangt, sobald 
nur m ^ M genommen wird, denn es ist ja in Z' M 



-- _ _ _ .. 

2** 

G m e*~> 
Hiermit ist nun der Satz vollstandig bewiesen. 

Der erweiterte Satz. Sei (S l9 ...,S n ) ein einfach zusam- 
menhdngender Zylinderbereicli des (x l , . . ., x n ) - Raumes, wobei 
S k9 A- =!,.,,,, einen lerandeten BereioJi der erweiterten x k ~Ebene 6e- 
deutet. 1 ) Jedem inneren Purikte (a) von (8) werde ferner eine Funk- 
tion u^(x) zugeordnet, welche sich in einer bestimmten Umgebung 
T (a) von (a) analytiscfi verhdlt. Ist endlich (a') ein Punkt von T^ s 
so sollen u (n ^(x) und u (a ,)(x) im Purikte (a') miteinander dquivalent 
in bezug auf Division sein. 



1) M. a. W. soU S k zwc Klasse a) oder b), Bd. I, S. 788, gehoren. 
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Alsdann gibt es erne Funktion G(x lJ . . ., x n ), welche sick ana- 
lytisch in (S) verhdlt und in jedem Purikte (a) von (S) mit der zuge- 
liorigen Funktion u^(x) in bezug auf Division dquivalent ist. 

Im ubrigen darf einer der Bereiclie S l , . . . , S n melirfacli zu~ 
sammenJidngen . 

Der Beweis wird gerade so gefuhrt, wie im ahnlichen Falle, 
24, Ende. 

Die Satze von 22 24 erseheinen im wesentlichen so, wie 
Cousin sie a. a. 0. ausgesprochen und bewiesen hat. Dagegen ist 
den Satzen von 25 durch die Forderung des einfachen Zusam- 
menhanges eine wesentliche Einschrankung auferlegt. DaB diese 
Satze tatsaohlich in dem Umfange, wie Cousin sie ausgesprochen 
hat, falsch sind, hat Gronwall 1 ) durch ein Beispiel gezeigt. 

26. Von der Prodnktzerlegung ganzer Funktionen. 

1. Satz. Ist 6r(# 1? . . ., # w ) eine gauze Funktion ^ welclie Wur- 
zeln hat, ohne identiscli zu verschwinden, so decken sicli die Wurzeln 
von G mit den im Endliclien gelegenen Stellen eines oder mehrerer 
monogenen analytischen Gebilde (n l)-ter Stufe, ,',.... Ins- 
besondere kann es dieser Gebilde auch unendlich viele geben, die dann 
aber eine abzahlbare Menge bilden. 

Sei (a) eine Wurzel von G, und seien F, F', . . . die im Punkte 
(a) irreduktiblen Faktoren von G. Durch die Gleichung 

(i) r = o 

wird dann ein monogenes analytisches Gebilde (n 1) - Stufe im 
Eaume der n Veranderlichen (%,..., z n ) definiert. Bezeichnen 
wir dasselbe mit . 

Sei (&) eine zweite endliche Stelle von . Dann laBt sich 
in der Nahe von (b) in der Form darstellen: 

(2) A(%,..-^)=0, 

wo r^ im Punkte (6) irreduktibel ist. Ich behaupte nun, 
G(z lf . . ., 8 n ) ist im Punkte (6) durch /*&(%., . . .,# n ) teilbar. 

Zum Beweise verbinde man (a) mit (b) durch eine ganz auf 
verlaufende Eurve (, deren Bogenlange, von (a) aus gemessen, 



1) Bull. Amer. Math. Soc. (2) 20 (1914), S. 173. Transactions Amer. 
Math. Soc. 18 (1917), S. 50. 
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mit s benannt werde. In der Umgebung eines belieblgen Punktes 
(0) = (f) von 6 wird durch eine Gleichung von der Form (1) 
oder (2): 
(3) r.(z 19 ...,* n ) =0 

dargestellt. Liegt (f) in einer gewissen Umgebung von (a), so 
wird F und damit auch im Punkte (f) durch 7^ teilbar sein; 
vgl. Kap. 2, 7, 3. Satz. Sollte letzteres nicht in jedem Punkte 
() von $ zutreffen, so sei s l die untere Grenze der den Aus- 
nahmepunkten von ( entsprechenden s-Werte, und sei () = (c) 
der zugehorige Punkt von (, Dann gilt aber in der Nahe a des 
Punktes (c) eine Darstelhmg von der Form 



Jetzt kann man einen Punkt (y) von a finden, welcher auf (S 
liegt und wofur s < s I ist. Sei 



die Darstellung von in der Nahe von (y). Dann ist sowohl F 
als auch (? in (y) durch P^ teilbar. Mithin ist G in (c) durch F c 
teilbar; vgl. Kap. 2, 7, 4. Satz. Dies verstoBt aber gegen die 
Voraussetzung, daB es in jeder Umgebung von (c) Punkte (f) gibt, 
worin G durch J 7 ,- nicht teilbar sei. 

i 

Hiermit ist nun gezeigt, daB jede endliche Stelle des Gebil- 
des eine Nullstelle der Funktion G(z l9 . . .,f n ) liefert; in. a. W., 
daB der ganze endliche Teil des Gebildes auf dem Gebilde 
G = liegt. 

Sollte letzteres Gebilde durch eine endliehe Anzahl von Ge- 
bilden @ nicht erschopft werden, so betrachten wir etwa die Zy- 
linderbereiche 



wobei m die natiirlichen Zahlen durchlauft. Ein beliebiger dieser 
Bereiche wird hochstens von einer endlichen Anzahl von Gebil- 
den durchsetzt. Sonst wiirde ein gewisses 2 M eine Haufungs- 
stelle (z) = (z) von Punkt en (#*), <=i, ,..., enthalten, welche alle 
auf versehiedenen lagen. Das ist aber unmoglich, denn durch 
die Umgebung einer willkiirlichen Nullstelle von G gehen ja nur 
endliche viele hindurelu 
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Wir wollen nun diejenigen Gebilde, welche Punkte mit Z\ ge- 
meinsam haben, mit 

i, ...,, 

bezeichnen. Sodann mogen die Gebilde, welche Punkte mit -T 2 , 
aber keine Punkte mit S gemeinsam haben, mit 



benannt werden; usw. Dabei konnen selbstverstandlich die einer 
bestimmten Zeile entsprechenden Gebilde fehlen. 

Definition. Sei G(z l9 ... 9 z n ) eine ganze Funktion, welche 
Wurzeln hat, aber nicht identisch verschwindet. LaBt sieh dann 
G in das Produkt zweier ganzen Funktionen spalten: 

0(z l9 ...,*) = G^, . . ., z n ) G 2 (%, . . ., s), 

die beide Wurzeln haben, so heifit G im Grofien reduktibel, oder, 
falls keine Verwechslung mit der friiher definierten Eeduktibilitat 
im Kleinen zu beftzrchten steht, schlechtweg reduktibeL 1 } 

LaBt sich hingegen eine derartige ganze Funktion G nicht so 
zerlegen, so heiBt G im Gropen irreduktibel bzw. bloB irredukiibel. 

Eine ganze Funktion G(z 1) * . ., z n ) heiBt durch eine zweite 
nicht identisch verschwindende ganze Funktion G x (%,... , 2 n ) im 
Gro/Sen teilbar, falls 



ist, wobei Q(z l9 ... 9 z n ) eine ganze Funktion bedeutet. 

Wie man sieht, beziehen sich die Definitionen redulrtibel und 
irreduktfbel nicht auf alle, sondern nur auf solche ganzen Funk- 
tionen, welche "Wurzeln haben, ohne identisch zu verschwinden. 
Dagegen ist jede ganze Funktion insbesondere teilbar durch eine 
ganze Funktion, welche keine Wurzeln hat, und die Null ist 
durch jede ganze Funktion auBer der Null teilbar, 

2. Satz. 2 ) Ist ein beliebiges der im 1. Satze genannten ana- 
lytischen Gebilde, so gibt es eine im Gropen irreduktible ganze Funk- 
tion F (%,... , z n ) , welche in alien endlichen Stellen von @ } sonst 
aber nirgends, verschwindet. 



1) Vgl. Gronwall, Dissertation, IJpsala 1898, S. 7. 

2) Gronwall a. a. 0. Der Satz ist spater auch. von Hahn ausgespro- 
chen und bewiesen worden, Monatshefte fur Mathematik und Physik 16 (1905), 
S. 29. 
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Der Beweis wird vermoge des Cousinsehen Satzes von 25 
gefuhrt. Dabei komrnt es zuerst darauf an, jedem Punkte 
(a) = (a lt . . ., a n ) des endlichen Eaumes eine Funktion u (a] (z ly . . ., 0) 
zuzuordnen, welche sich dort analytisch verhalt, ferner in Punk- 
ten von , sonst aber nirgends verschwindet, und endlich der Ver- 
traglichkeitsbedingung ii), 25, geniigt. Das geschieht wie folgt. 
Ist (t) ein beliebiger Punkt von , so laBt sich in der Nahe 
von () durch eine Gleichung 



darsteUen, wo T C irreduktibel in (f) ist. Insbesondere kann es 

aber vorkommen, daB mehrere Zweige von durch (?) hindurch- 

gehen. Da es deren aber nur eine endliche Anzahl gibt, so nimmt 
hier die Darstellung die Form an: 



i 



Fallt nun (a) mit (f) zusammen, so sei 



Fiir jeden anderen Punkt (a) sei 



Hiermit ist w (a) (^, . . .,^) in jedem Punkte des Eaumes de- 
finiert, und die also erhaltenen Funktionen geniigen der Vertrag- 
lichkeitsbedingung ii). Nach dem Cousinsehen Satze gibt es also 
eine ganze Funktion Ffo, ...,*), welche in den Punkten von , 
sonst aber nirgends, verschwindet, und auBerdem in jedem Punkte 
(a) von mit u (a) (ts I9 ...,) Equivalent in bezug auf Division ist. 

Im iibrigen erkennt man, daB die Funktion F(8 l9 ...,8id irre- 
duktibel ist. 

3. Satz. Eine ganze FunUion G(%, . . .,z n ), welche eine Wur- 
zel lesitet, ohne identisch zu verschwinden, laflt sich auf eine, und im 
wesentlichen nur auf eine Weise in ein endliches oder unendliches 
Produkt im Groflen irreduMibler Faktoren zerlegen. 

Kniipfen wir an die vorhin besprochene Anordnung der ana- 
lytischen Gebilde 19 a , . . . an, deren Stellen die Wurzeln von 
{?(%, . ..,^ n ) ausmachen, und bezeichnen wir die nach dem 
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2. Satze dazu gehorigen Primfaktoren F (%,..., z n ) bzw. mit 
GiC&i, . .,O, Gafo, - .,O, ---- 

Sei (a) eine gewohnliche Stelle von I9 welche auf keinem 
anderen Gebilde @ 7c liegt. Dann laBt sich G in der Nahe von (a) 
in der Form darstellen: 

G(z l9 .. .,<) =r(z l9 ...,is n y, 
wo P in (a) irreduktibel ist. Andererseits ist 



DemgemaB ist G in (a) durch GJ teilbar, und nun beweist man 
nach den iiblichen Methoden, daB diese Beziehung anch im GroBen 

gilt: 

G(* lf . . ., z n ] =Q(z l9 . . ., * tt ) G!^, . . ., z n ) l i, 

wo ^ = Z ist nnd Q eine ganze Funktion bedeutet, welche nicht 
durch G! teilbar ist. 

Ist noch ein zweites Gebilde @ 2 vorhanden, so sei (6) eine 
Stelle desselben, welche nicht auf einem weiteren 7c liegt. Ahn- 
lich wie vorhin schlieBt man nun, daB G zunachst im Kleinen in 
(6) durch G 2 (#i, . . .,^n) /a teilbar ist. Daraus folgt aber ferner, daB 
Q(^ 15 ...,^) auch im Klelnen, sodann aber noch im GroBen die- 
sen Paktor zulaBt. 

Durch Wiederholung dieser SchluBweise ergibt sich dann 
der Beweis des Satzes, falls nur endlich viele Gebilde k vor- 
handen sind. Gibt es dagegen deren unendlich viele, so ordne man 
diese wie beim Beweise des 1. Satzes an, und bilde man die Funk- 
tionen: 



Sollte insbesondere fiir einen gewissen Wert fe des Index kein Ge- 
bilde vorhanden sein, so sei p fc = 1 . 

Es handelt sich nun darum, die p m mit Konvergenzfaktoren 
zu versehen, um daraus das in Aussicht gestellte unendliehe Pro- 
dukt zu gewinnen. Dies geschieht, wie folgt. Im abgeschlossenen 
Bereiche m -i> 2 = m ' verhalt sich -p m analytisch und verschwindet 
dort nicht. DemgemaB kann man 
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setzen, wobei der Exponent Q m sich in J? m _i analytiseh verhalt. 
Sei 

eine konvergente Eeihe positiver Zahlen. Indem nun Q m nach 
dem Taylorschen Lehrsatz entwickelt wird, laBt sich der Eest 
E m der Eeihe 1 ) so bestimmen, daB in m - 

bleibt. Sei 

wo P m ein Polynom bedeutet. Setzt man noch 

so konvergiert das unendliche Produkt 



In jedem Punkte des endlichen Kaumes 

1st ferner T ein beliebiger endlicher Bereich des Eaumes der 
Yariabelen fo.,...,^), $ konvergiert das genannte Produkt 
gleichmaBig in T; Bd. I, S. 549. Mithin stellt es eine ganze Funk- 
tion $(zi>* - .,^) vor. 

Des weiteren weist der Quotient ^^^-^ im Endlichen 

w(Z 13 . . ., n ; 

nur hebbare Singularitaten auf, und die entsprechende monogene 
analytische Funktion ist eine ganze, welche keine Nullstellen mehr 
besitzt. DemgemaB kann man schreiben: 



wobei H eine ganze Funktion bedeutet. 

Indem man nun die Konvergenzfaktoren, sowie den AuBen- 
faktor e H , auf die Funktionen 19 G 29 ... in erlaubter Weise ver- 
teilt, wobei dem Faktor G^ ein Faktor e Ym zukommen moge, er- 
halt man schlieBlich die Darstellung 



1) Die dazu notige Anzanl von Gliedem hangt zwar von m ab, wird aber 
im ailgemeinen nioht gleich m sein. 
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Man beweist aber aueh ohne Miihe, daJB die Faktoren einer 
jeden anderen derartigen Darstellnng bzw. mit den Faktoren des 
vorstehenden Produkts Equivalent sein miissen, und hiermit 1st der 
Beweis des Satzes fertig. 

Es liegt nahe, die Umkehmng dieses Satzes zu vermuten, 
Hierzu werden wir uns im nachsten Paragraphen wenden. 

Erweiterung der vorhergehenden Satze. Die soeben 
entwickelten Satze kann man auf die Funktionen ausdehnen, 
welche sich in einem beliebigen einfach zusammenhangenden 
Zylinderbereiche (S l9 ... 9 S n ) analytisch verhalten, gleiehviel ob 
eine analytische Fortsetzung liber diesen Bereioh hinaus moglich 
ist oder nicht. Da jeder Bereioh S k auf den Binheitskreis seiner 
Bbene konform abgebildet werden kann, so geniigt es, wenn wir 
uns auf die Bereiche letzterer Art beschranken. 

Yor allem wird man die Definition der Irreduktibilitat im Be- 
reiche (S) in ersichtlicher Weise einfiihren. Verschwindet die vor- 
gelegte Funktion G (%,..- , ^ n ) in inexn inneren Punkte (a) von 
(S), so wird es wiederum ein monogenes analytisches Gebilde 
geben, deren Stellen zum Teil Wurzeln von G liefern- Man kann 
aber hier nur behaupten, daB ein Stuck von welches durch (a) 
hindurchgeht und von da aus durch nur zu Punkten von (S) fiih- 
rende analytische Fortsetzungen zu bestimmen ist, Stellen liefert, 
die Wurzeln von G sind. Es ist wohl denkbar ? daB auch andere 
Teile von G in (S) liegen, welche aber erst durch auBerhalb (S) zu 
fuhrende analytische Fortsetzungen zu erzielen sind. Die Stellen 
eines solchen Teiles von brauchten dann keine Wurzeln von G 
zu liefern. 

Jetzt sieht man leicht, wie die drei vorstehenden Satze fiir 
diesen Fall zu formulieren und zu beweisen sind. 

27. Von den G-ebilden, welche dem Verschwinden einer ganzen 
Funktion entsprecnen. 

Im vorhergehenden Paragraphen haben wir gesehen, daB die 
Wurzeln einer irreduktiblen ganzen Funktion die im Endlichen 
gelegenen Stellen eines monogenen analytischen Gebildes (n 1)- 
ter Stufe im Eaume der n . Veranderlichen (!,..., ^) gerade aus- 
machen. Ein derartiges Gebilde & hat fernerhin die folgende 
Eigenschaft. Sei (a) ein endlicher Haufungspunkt von Stellen des 
Gebildes . Dann werden alle in der Nahe von (a) gelegenen 
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Stellen yon sich mit den Wurzeln einer endlichen Anzahl von 
Gleichungen decken: 

A (%,..., s w ) =0, /!,...,*, 

wobei Pi im Punkte (a) irreduktibel 1st. Dabei hat I in einer 
nicht-spezialisierten Stelle des Gebildes den Wert 1. 

Diese Eigenschaft ist geradezu charakteristisch fiir derartige 
Gebilde , was durch folgenden Satz zum Ausdruck gebracht 
werden soil. 

1. Satz. 1 ) Sei ein monogenes analytisches Gebilde (nl)-ter 
Stufe im Baume der n Verdnderliclien (^,...5^), welches die vor- 
bezeichnete Eigenscliaft aufweist. Alsdann gilt es eine gauze irre- 
duktible Function G(z 1? . . ., z n ), deren Wurzeln die endlichen Stellen 
von gerade ausmachen. 

Der Beweis erfolgt sofort aus dem Theorem von 25, indem 
man in jedem Punkte (a) von 



dagegen in jedem nicht zu gehorigen Punkte (a) u (a) (z) = 1 
setzt. 2 ) 

Wir konnen jetzt den am Ausgange des 26 in Aussicht ge- 
nommenen Satz aussprechen und beweisen. 

2. SatZo Seien 1? 2 , . . . eine beliebige Folge analytischer Ge- 
bilde der am Eingange dieses Paragraphen bezeichneten Art, und 
sei jedem davon eine willkurliche Multiplizitdt 1 1} 1 23 ... bzw. zuge- 
ordnet. Dann gibt es eine ganze Funktion G(z ly . . . , z n ) , welche in 
den Punkten dieser Gebilde, und zwar jedesmal mit der vorgeschrie- 
benen Multiplizitdt, verschwindet und sonsi Jceine Wurzeln hat. 



1) Hahn, Monatshefte 16 (1905), S. 29. Man vgl. aber auch Gronwall, 
Dissertation, wo der Satz im wesentlichen schon zu finden ist. Im tibrigen 
sind verschiedene der Hahnschen Satze infolge der von Gronwall herriih- 
renden Berichtigung, 25, Ende, enger zu fassen. 

2) Es konnte den Anschein haben, als wenn wir hier bloB einen Teil der 
Entwicklungen von 26 wiederholt hatten. Was den Beweis anbetrifft, trifft 
dies in der Tat zu. Die Voraussetzungen sind aber hier allgemeinerer Art, 
denn in jenem Paragraphen entstand ja (S5 aus dem Verschwinden einer bereits 
vorhandenen ganzen Funktion, wahrend hier ganz unabhangig von der Exi- 
stenz einer solchen Funktion definiert wird. 
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1st G(z l9 ... 9 z n ) eine besondere derartige Funktion, so ist die 
allgemeinste Function 



wo H(z l9 . . ., z n ) eine ganze Furiktion bedeutet. 



28. Von der Darsteilung meromorpiier Funktionen als 

Q/uotienten. 

Wir wollen jetzt einen Satz kennen lernen, "welcher zuerst 
von Poincar^ 1 ) fiir den ganzen endliehen Raum ausgesprochen 
und bewiesen wurde. Sein Beweis bernht indessen auf harmoni- 
schen Funktionen im mehrdimensionalen Raume, deren Theorie 
auch heute noch nicht systematisch ausgebildet ist. 

1. Satz. Sei (S) = (S l , . . . , S n ) ein leliebiger einfach zu~ 
sammenMngender 2 } Zylinderbereich, und sei F(z l9 . . ., z n ) eine Funk- 
tion, welche sich in demselben meromorpli verhalt* Dann gibt es zwei 
in (S) analytische Funktionen G(z l9 . . . , z n ) und H (%,..., z n ) , der- 
art, da/3 



ist, und zwar sind G und H in einer beliebigen gemeinsamen Null- 
stelle dieser Funktionen teilerfremd gegeneinander. 

Der Einfachheit der Darstellung halber beschranken wir uns 
auf den Fall, daB (S) aus dem ganzen endliehen Raume besteht. 
Sei (a) ein singularer Punkt von F. Dann laBt sich F in der Nahe 
von (a), wie folgt, darstellen: 

T?(p p \ 1 " ' P 

JL' l-o-t , . . * 6im] 3 3 j 

^ x ' * *' I l.Tt 11^^' 



wobei r t (z i9 . . ., z n ) 9 H^(^ 1? . . ., z n ) lauter verschiedene im Punkte 
(a) irreduktible Funktionen bedeuten. Ist aber (a) ein Pol von 
F, so wird der Zahler durch 1 ersetzt. 



1) Ada Mafhematica 2 (1883), S. 97. 

2) Genauer gesagt soli jeder Bereich 8% einfach zusammenMngen imd 
in seiner erweiterten Ebene berandet sein; m. a. W. soil er im Sinne von Bd. I, 
S. 788 zur Klasse a) oder b) gehoren. 

Tm tibrigen darf einer der Bereiche S k ein mehrfaoh zusammenhangen- 
der 2y3inderbereich sein. 

Osgood, Funktioneatheorie 11,1. 2. Aufl. 18 
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Wir ordnen nun jedem singularen Punkte (a) von F die 

Punktion ^ 

U(a)(2l, - ? 3) = HI*. * H ^ 

zu. Dagegen soli in jedem anderen Punkte (a) des Eaumes 
u (a} (z lt . ..,) =1 sein. Die also definierten Punktionen u (a] (z} 
geniigen den Voraussetzungen des Theorems von 25, und darum 
gibt es eine ganze Punktion Hfa,...,^* welche in jedem end- 
lichen Punkte (a) in bezug auf Division mit ^ (a) (^ ,...,) aqui- 
valent ist. DemgemaB wird durch das Produkt 



nach Erganzung in den hebbaren Singularitaten eine ganze Punk- 
tion definiert, und zwar lassen G und H in keinem gemeinsamen 
Nullpunkte einen gemeinsamen Teiler zu. Hiermit ist der Beweis 

erbracht. 

Der Satz gilt aber im allgemeinen nicht fiir den Fall, daB ($) 
mehrfach zusanimenhangt ; vgl. 25, Ende. 

Dem soeben bewiesenen Satz entspricht ein Existenztheorem, 
welches dem Satze von 24 analog ist. 

2. Satz. 1 ) Jedem Punkte (a) eines einfach zusammenMngen- 
den Zylinderbereiclies (/S) =(8 l9 ... 9 8 n ) werde eine FunUion 
9? <a) (%, . . .,) nebst einer Umgebung T (a) zugeordnet, derart, da/3 
sich ^ (a) (%,..-,^ n ) in T (a) meromorph verhalt und nicht identisch 
verschwindet. Ist ferner (a') ein Punkt von T (a>]9 so soil 
<PW(ZI> >*) in ( a/ ) mit 9 7 ()( j8r i---^) fyuwalent in lemg auf 
Division sein. Alsdann gibt es eine FunUion F(z l9 . . .,2 n ), welche 
sich in (S) meromorph verhalt und in jedem Punkte (a) von (S) mit 
der zugehorigen FunUion g? (a) (% , . .. , s n ) equivalent in bezug auf 
Division ist. 

Der Beweis wird mit denselben Hilfsmitteln wie beim vor- 
hergehenden Satze geliefert, indem man die Existenz zweier in 
(8) analytischen Punktionen nachweist, deren Quotient 



in jedem Punkte (a) von (S) mit q>^(z) Equivalent in bezug auf 
Division ist. 



1) Cousin a. a. O., S. 56, wobei indessen die Forderung des einfachen 
Zusammenhanges noch hrnzugefugt werden muB. 
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29. Kationale Funktionen. Der WeierstraJSsolie Satz. 

Es ist bekannt, welch wesentliche Eolle die Satze betreffend 
rationale Funktionen einer Veranderlichen in der Analysis spielen. 
Insbesondere nimmt der Satz, daB eine Funktion f(z), welche in 
der erweiterten Ebene nur auBerwesentliche singulare Stellen auf- 
weist, rational sein muB, eine Hauptstellung ein.; vgl. Bd. I, 8. 347. 
WeierstraB 1 ) hat denselben Satz fur eine Punktion mehrerer 
Veranderlichen, im Baume der Analysis betrachtet, ausgesprochen, 
und Hurwitz 2 ) hat ihn bewiesen. 

Satz. Verhalt sich eine Funktion F(z^ 9 . . . , # n ) in jedem 
Punkte des Raumes der Analysis meromorph, so ist F eine ratio- 
nale Function. 

Dieser Satz gestattet Verallgemeinerungen nach zwei ver- 
schiedenen Bichtungen hin. Einerseits braucht man das mero- 
morphe Verhalten nicht fiir den ganzen Banm der Analysis, son- 
dern nur fiir geeignet gewahlte Mannigfaltigkeiten niederer Dimen- 
sion vorauszusetzen. Andererseits gilt er fiir andere durch einen 
unendlich fernen Bereich geschlossene Baume, wie z. B. fiir den 
projektiven Baum ja, er gilt sogar fiir jeden Baum, der nach 
dieser Art geschlossen wird, 32. 

Der voile Inhalt der Hurwitzschen SchluBweise, welche wir 
jetzt mitteilen wollen, findet im WeierstraB schen Satze noch 
keinen erschopfenden Ausdruck. Vielmehr kann man mit den- 
selben Hilfsmitteln einen allgemeineren Satz begriinden, welchen 
wir nun an die Spitze stellen wollen. 

Sei 91 dasjenige Gebilde des analytischen Baumes von n kom- 
plexen Veranderlichen, dessen Punkte mindestens einer der folgen- 
den n Zeilen angehoren: 



Dabei ist (6 3 , b 2 , . ..,& n ) irgendein fe&ter Punkt des genannten 
Baumes. 



1) Journ. fur Math. 86 (1880), S. 5 = Werhe 2, S. 129. 

2) Ibid. 95 (1883), S. 201. 

18* 
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Der erweiterte Satz. In jedem Punkte von 21 soil sich die 
FunUion JP(% T s a , . . ., s w ) meromorph verhalten. Dann ist F eine 
rationale Function von z ly z*,, . . ., 

Da 2f in jenem Eaume abgeschlossen ist, so erkennt man zu- 
naehst, dafi es einen 91 ninfassenden 2n-fach ausgedehnten Bereich 
3; dieses Eaumes gibt, in welchem F das nainliche Verhalten auf- 
weist, und zwar Ia6t sich X als der Inbegriff der Punkte 
(^,^2^-M^n) definieren, deren Koordinaten den in mindestens 
einer der foigenden Zeilen enthaltenen Eelationen geniigen: 



< h, \ z i \ S oo, 

< h, | %i \ ^ oo, 



wobei fe eine geeignete positive Konstante bedeutet und iibrigens, 
falls b k = oo ist, z k b% durch zu ersetzen ist. 

Hieraus erkennt man, daB der Punkt (&) notigenfalls noch 
durch einen Punkt (&') ersetzt werden kann, in welchem sich 
F(z l9 ...,Zid analytisch verhalt. Im iibrigen moge der also abge- 
anderte Punkt (5) vermoge einer linearen Transformation 

= 0, *!,*,...,, 

in den Anfang (0) verlegt werden. Von jetzt ab bestehe also 21 
aus den Punkten der Koordinatenhyperebenen z k = Q: 

..,; X = l, 2,. ..,/*, 



und dementsprechend wird S von den Punkten einer bestimm- 
ten Umgebung derselben gebildet: 



Dabei moge h noch so gewahlt werden, daB F im Bereiche 
| ^ | < /i, *=i,2,...,w, analytisch ist. 

Der Beweis wird vermoge der Methods der vollstiindigen 
Induktion gefohrt. Die nachstehende SchluBweise leistet aber 
zweierlei: a) Setzt man w = 2, so liefert dieselbe den vollkomme- 
nen Beweis des erweiterten Satzes fur diesen Pall, b) Nimmt man 
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an, der erwelterte Satz gelte fiir n = 2, 8, . . . , n 1 , so ergibt 
sie den Beweis, dafi er auch fiir n = n besteht. Im iibrigen 1st 
die nachstehende Untersucliung nur dann notig, wenn F(Z I} . . ., z n ) 
von alien n Argumenten wirklich abhangt, und diese Voraus- 
setzung wollen wir denn noch hinzufiigen. 

Hilfssatz. Nimmt man b k der Bedingung \ b k \ < li gemd/3 
willkurlich an, so ist -F(#i, . . ., #&_ 19 & 7c , #&+!,, #) eine ratio- 
nale Funktion von z lf . . ,*,_!> #+! . . ., z n . 

Es geniigt offenbar, den Beweis fiir den Fall zu fiihren, 
daB k=n ist. Sei (% 3 ... 5 ^ n -i) e i ne beliebige Stelle des ab- 
geschlossenen (z l9 . . ., ^ n _ 1 )-Eaumes. Dann liegt der Punkt A: 
(a 19 . . ., & w -u &n) nach Voraussetzung im Bereiche Z, und daher 
laBt F in der Nahe dieses Punktes die Darstellung zu: 



wo G, H sich beide dort analytisch verhalten. Hieraus folgt 
weiter : 



wobei (7 & , C^ im Pnnkte (%,..., a w _ T ) analytische Funktionen 
von (#1, -, n _i) sind und C7 0? (?o nicht beide identisch ver- 
schwinden. 

Ich. behaupte nun: die Funktion C' Q verschwindet nicht identisch. 
Im anderen Falle wiirden namlich zunachst alle in einer bestimmten 
Umgebung des Punktes A gelegenen Stellen der Mannigfaltigkeit 
# n = b n zu den singularen Punkten der Funktion F(z i9 . . ., z n ) 
gehoren. Sei r die Menge der Punkte dieser Mannigfaltigkeit, 
welche dieselbe Eigenschaft wie A besitzen. Dann besteht r aus 
einem oder mehreren Kontinuen, kann aber die ganze Mannig- 
faltigkeit z n = b n nicht ausfiillen, da F ja im Punkte (0, . . ., 0, 6 n ) 
nach Voraussetzung analytisch ist. Sei A' \ (a{, . . ., a' n _ l} b n ) ein 
(endlicher oder unendlicher) Eandpunkt von r und man setze die 
Darstellung (1) fiir den Punkt A' an. Bezeichnet man mit C' das 
erste Glied des neuen Nenners, so fiihrt sowohl die Annahme 
CQ = als auch diejenige: C' (t #Q direkt zu einem Widerspruch. 
Im ersten Falle miiBte namlich die voile Umgebung der Stelle 
(a\, . . ., a f n _^) zu singularen Stellen (z l9 . . ., n _ 1? 6 n ) der Funk- 
tion F(z l9 . . ., # n ) fiihren, und das vertragt sich eben nicht mit 
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der Annahme s daB A' em Bandpnnkt von r sei. Im zweiten Falle 
ergeben sich dagegen. in der Nahe von A' Stellen (%(, . . ,, sf n _ l9 b n ) 
von r derart, daB C'^. . . ., z f /L _^) 4=0 1st, und dort ware F ana- 
lytisch. 

Indem man nun in (1) z n = l n setzt, erkennt man, daB die 
Funktion F(z l9 . . .,# n-1 , i n ) in der Nahe der willkurlichen Stelle 
(%, . . ., Q> n -i) durch den Quotienten zweier dort analytischen 




Funktionen -^?, (CJ ^ 0) dargestellt wird. Allein der Weier- 

^0 

straBsche Satz gilt nach Voraussetzung fur Punktionen von 
n 1 Argumenten, und hiermit ist der Beweis des Hilfssatzes ge- 
liefert. 

Zum Beweise des Hauptsatzes wollen wir nun zwei Darstel- 
lungen flir die Funktion F(# L , . . ., %n-i> W i n einem beschrank- 
ten Bereicbe miteinander vergleichen. Sei "b n ein Punkt des Krei- 
ses \z n \ <h' <h. Dann ist 

h ^r< 



wobei Bi, B f 3 Polynome in (<s 2 , . . ., z n -i) sind und J3 r , B^ nicht 
beide identisch verschwinden. Da die Punkte des genannten 
Kreises nicht abzahlbar sind, so muB es ja unendlich viele Punkte 
b n desselben geben, wozu derselbe Wert von r gehort. Sei V tl eine 
Haufungsstelle soleher Punkte. Dann ist | V n \ ^ Ti f . Wir be- 
schranken uns nun in der Folge auf solche Werte von b n , Dabei 
hat r einen konstanten Wert, und die Punkte 6 W haufen sich 
in &;. 

Andererseits werde die Funktion F in folgende im Bereiche 
|^| < h, <=i,2,..., } konvergierende Eeihe entwickelt: 



(3) Ffa, . . ., ^) - A 







Dabei ist A^ eine iin Bereiohe |^|<A, <=2,...,, analytische 
Funktion von ^ 2 ,...,0 n . Setzen wir noch A k (z 2 , ..., ^i> &*) 

= -l fc , so kornmt: 



(4) ^(^, . . ., ^ nml , & ft ) = J + 

Aus (2) und (4) ergibt sich, daB 
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Daraus geht nun hervor, daB alle Determinanten (r+l)-ter 
Ordnung aus der Matrix 

A! A 2 . . . Jf r+1 

A 2 -4 3 ... Af + % 



verschwinden 1 ), wobei % der Bedlngung gemaB: | ^ | < li, * = 2, ...,-i, 
und & w aus der bewuBten Menge willkiirlich gewahlt werden. Mit- 
hin verschwinden auch die entsprechenden Determinanten aus 
der Matrix (Kap. 1, 14, 6. Satz): 

A i A 2 - . . A r+I 



Der Bang dieser Matrix (in bezug auf identisches Verschwinden) 
ist aber mindestens gleich 1, da F sonst von weniger als n Argu- 
ment en abhangen wiirde. 

Hieraus schlieBt man weiter auf die Exist enz von r + 1 im 
Bereiche \g i \<.Ti, = a,... t n, analytischen, nicht samtlich ver- 
schwindenden Funktionen 



welche den Gleichungen geniigen: 

/ r -4 x + /r-i^U + + /O^r + l = 0, 
fr A* + /r-1 ^8 + ' ' + /O ^r + 2 = 0, 



Bildet man nun das Produkt 



= { A o + ,4 x % + - - } { / + /i % + - + fr *L } 



(5) 



so erkennt man, daB letztere Beihe mit dem Gliede r-ten Grades 
schon abbricht, und darum ist 

h <PrZi 

- 



sich im Bereiche 



wobei auch jede Funktion ^ fc (^ 2 , . 
| # f | < A, /=2,...,, analytisch verhalt. 



1) Die Kenntnis der Theorie der linearen Abhangigkeit wird Mer, wie 
auch an so xnanchen anderen Stellen dieses Werkes, vorausgesetzt. Vgl. 
B6cher, Algebra, Kap. 3, 4. 
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Nunmehr slnd alle Hilfsmittel vorhanden, urn die endgiiltigen 
Schliisse zu ziehen. In der Pormel (6) erteilen wir der Variabelen 
% 2r + 1 getrennte Werte c 1? . . . , c ar+1 , wobei stets | c t \ < h. 
Nach dem Hllfssatze wird dann F(c i9 2z, . . .,z n ) jedesmal eine 
rationale Punktion von z^,.. .,2 n . Setzen wir 



wobei (?<,A teilerfreinde Polynome sind. Dann ergibt (6), indem 
wir unter F die Punktion F(ss l9 . . .,z n ) verstehen, folgende 
2r + 2 homogene lineare Gleichungen als notwendige Bedingungen 
fiir / , . . .,/ r , 9? j - > ^r" 



r = 0, 



Ggr-f 1/0 ~~T ^2r4- 

T T f> r m 

1 2 r-M C 2r + l9' 7 l " * * 2r-M^r-f lYr v 

Da diese Gleichungen bekanntlich eine von der identischen 
verschiedene Losung zulassen, so muB ihre Determinante ver- 
schwinden. Letztere werde nach den Blementen der ersten Zeile 
entwickelt. So kommt eine lineare Gleichung fiir F zustande, 
deren Koeffizienten ganze rationale Punktionen. von %, . . ., n 
sind, und Merniit ist denn das Eesultat erreicht, in welchem das 
ganze Eaisonnement gipfelt, sofern nicht etwa der Koeffizient 
von F dabei identisch verschwindet. 

Letzteres kann nur dann eintreten, wenn der Bang 1 ) g der 
aus den letzten 2r + 1 Zeilen der Determinante bestehenden 
Matrix < 2r + 1 ist. Andererseits ist g mindestens gleich r + 1, 
da die Vandermondesche Determinante 

1 

1 



1) d. h. der Bang in bezug auf idemtisches Verschwinden der dabei be- 
teiligten Determinanten. 
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sicherlich nicht versohwindet und auBerdem kein F { identisch ver- 
schwindet. 

Sollte nun o < 2r + 1 sein, so betrachten wir die Matrix 

G Z^G ... ZG r ^r ... zr 



wobei die Matrix der letzten Q Zeilen vom Eange Q sei und % 
emeu beliebigen Punkt des Kreises | x | < h bedeutet. Im iibri- 
gen 1st fiir diesen besonderen Wert von z^ 



gesetzt worden. Nach Voraussetzung verschwindet jede (Q + 1)- 
reihige Determinante ans der vorstehenden Matrix. Insbesondere 
wird also 



Q (i (> Q Q f) 

wobei die Matrix der letzten Q Zeilen vom Eange @ ist und auBer- 
dem die i x unter sich, sowie die /^ unter sich, voneinander ge- 
trennt sind. Dividiert man beiderseits durch P, so geht die 
erste Zeile in folgende iiber: 



Die also abgeanderte Determinante werde nun nach den 
Element en der ersten Zeile entwiokelt. Dadurch ergibt sich eine 
Gleichung von der Form 

AF + B =Q, 

A =: A + A H ----- h A r sf 9 



wobei unter den A iy B y - samtliche Unterdeterminanten jener Ble- 
mente vorkommen. Mithin verschwinden A, B sicher nicht iden- 
tisch, und der Beweis ist geliefert. 

Im iibrigen laBt der erweiterte Satz auch folgende Pormulie- 
rung zu. 
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Verhalt sich eine Function F(z l9 , z n ] meromorph, entweder 

a) in jedem Purikte des Baumes der Funktionenfheorie, welcher 
in einer der n Koordinatenhyperebenen 

*j. = 0, *-!,...,*, 

liegt; oder 

b) in jedem Punkte des unendlich fernen Bereiches der Funk- 
tionentheorie, 

so ist F(z l9 ...,2 n ) eine rationale Furiktion aller n-Variabelen 

%l) s &n 

Aufgabe. Man zeige, daB eine Funktion, welche im Banme 
der Analysis nur Pole besitzt, eine rationale Punktion eines ein- 
zigen Arguments ist. 

80, Fortsetzung. VerallgemememngerL erster Art. 

Im Anschlusse an das Hurwitzsche Beweisverfahren, 29, 
ergibt sich eine Eeihe von Erweiterungen des WeierstraJBschen 

Satzes. 

1. Satz. Sei F (%,... , ^) eine im Anfange analytisclie Funk- 
tion, welche fur jeden Punkt (a 2 , . . , &n) einer bestimmten Um- 
gebung T der Stelle (z% 9 . . ,, z n ) = (0, . , ., 0) eine rationale Funk- 
tion des ersten Arguments ist: 

F(e l9 a^ 9 ... 9 a n ) =E(%). 
Alsdann ist 



wo <pi(32, . . ., z n } und fi(8% 9 . . ., # n ) analytisch im Anfange sind 
und / dort nicht verschwindet. 

Den Beweis fiihrt man vermoge des Gedankenganges, wodurch 
Formel (6), 29, begriindet wurde. Nach Voraussetzung ist 

H\ F/V n . J 

(1) Ffa, a a , . . . , a n ) - 

wobei BO 4= und r ^ ist. Sei h so gewahlt, daB F sich im Be- 
reiche 

| % | < ft, t=i,...,, 

analytisch verhalt und iibrigens der Bereich 

2V | z k \ < h, *=2,.,.,n, 
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in T liegt. Indeni wir (a) im Bereiche 
T[: |%| ^h' < h, * = *,...,, 

bellebig annehmen und die Gleichung (1) dafiir bilden, verstehen 
wir unter M die Menge solcher Punkte (a), wofiir r < Q ist. 1 ) Da 



nun 



limM = 



ist, so muB es nach dem Hilfssatze von 18 sehlieBlich einen 
Wert Q = Q' geben, wofiir die Punkte von M , in einem in T( 
enthaltenen 2^-dimensionalen Kontinuum iiberall dicht sind. 

Von hier ab verlauft der Beweis gerade so, wie in 29. 
Einerseits schreiben wir namlich die Formel (1) fiir einen willkiir- 
lichen Punkt (a) der Menge M , hin, wobei aber jetzt r = Q' ge- 
setzt werde, gleichviel ob J5 r , B' r beide verschwinden. Anderer- 
seits setzt man die Bntwicklung an: 

If (%1y %2.y -, 8 n ) ~ -^0 I -"-1^1 "T" -^-2^1 I * * *J 

und versteht unter A^ den Wert von A^ im genannten Punkte 

^ : 

F(z l9 0*2, . . ., a n ) = A + A& + A^l H ---- . 

Indem man linkerseits die Funktion F durch ihren Wert aus (1) 
ersetzt, schlieBt man zunachst, daB alle Determinanten (r + l)-ter 
Ordnung aus der Matrix 



ver^chwinden miissen. Mithin verschwinden auch die entsprechen- 
den Determinanten, wenn A% durch A-^ ersetzt wird, woraus sich 
dann der Beweis des Satzes ergibt. 

2. Satz. 2 ) Ist F(z i9 ...,8^) im Bereiche \z k \<Ti, t=a, ...,, 
analytisch und ist F(a l9 . . ., a k ^ l9 %&<> <*k+i9 * > a n), \ i \ < h, eine 
rationale Funktion von % allein y *=i,...,, 50 ist .F (%,..., ^ n ) eine 
rationale Funktion von z i9 . . ., z n . 



1) Der Bestirnmtheit halber kann man ja noch verlangen, dafi B r , B' r 
nicht beide verschwinden sollen. Doch ist diese Annahme zum nachsten 
Schlusse nicht notig und darf durch irgendeine andere ersetzt werden, wo- 
durch nur dem Punkte (a) ein brauchbarer Wert von r zugewiesen wird. 

2) Madison Colloquium, S. 148, 145. 
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Vor allem ergibt sieh die Darstellung (6), 29, aus dem vor- 
stehenden 1. Satze. Im Falle n = 2 gelangt man von hier aus 
direkt zum Beweise, indem man die am Ende jenes Paragraphen 
beniitzte SchluBweise anwendet. 

Wir nehmen nun an, der Satz sei richtig fiir 2,...,n 1 
Argumente und beweisen ihn dann fiir n Argumente. Erteilt man 



< 



der Variabelen % 2r + 1 getrennte Werte c l9 . . ., o ar+1 , | c< 
so wird -Ffo,0 a >*) eiae Funktion von w 1 Argumenten 
sein, welche den Bedingungen des vorliegenden Satzes geniigt 
und daher nach Voraussetzung diesem Satze gehorcht. 

Hiermit hat sich nun ergeben, daB F(c i9 z%, . . ., #) eine ratio- 
nale Funktion von s 2 ,..., n ist, und die alte SchluBweise von 
29 setzt jetzt wieder ein. 

3. Satz. Verfialt sick eine FunUion F fa ,...,#*) in jedem 
Punkte der Koordinatenachsen unter Zugrundelegung des Eaumes 
der Funktionentlieorie meromorph, so ist F eine rationale Funktion 
der n Variabelen % , . . . , z n . 

Sei 3ft die Menge der zu den Koordinatenachsen gehorigen 
Punkte, 

i,...,0), 



\^U , U , * y %nj y I &n I ^S * 

Da %Jl abgeschlossen ist, so kann man die Menge in einem 
2n-dimensionalen Bereiche E einbetten, worin sich F meromorph 
verhalt. Insbesondere darf % 9 wie lolgt, gewahlt werden; die 
Punkte von X sind alle diejenigen, deren Koordinaten mindestens 
einer der nachstehenden Eelationen geniigen. 

^00, \2 k \<h, ^=2,3,...,^ 



Im iibrigen kann man unbeschadet der Allgemeinheit voraus- 
setzen, daB F sich im Anfange analytisch verhalt, und fe dann 
noch so beschranken, daB F sich im Bereiche 



\s k \< 
analytisch verhalt. 
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Behufs des Beweises zeigen wir im AnschluB an das in 29 
verwendete Verfahren, daB die vorgelegte Funktion F(z l9 ... 9 z n ) 
den Bedingungen des 2. Satzes geniigt. Sei 6 1 eine beliebige Zahl, 
und sei 1 a k \ < Ji, /c = s,. .,. Dann verhalt sich F nach Voraus- 
setzung meromorph im Punkte A: (6 1? a 2 , . . ., a n ), und daram ist 



wobei G und H sich beide im Punkte A analytisch verhalten und 
auBerdem, falls beide dort verschwinden, relativ teilerfremd sind. 
Daraus ergibt sich, daB 



T?i _ 



a n) 



wobei SjSj, ^ 2 konvergente Potenzreihen bedeuten, deren Koeffi- 
zienten, sowie (7 , C' Q , in einer festen Umgebung des Punktes 
3 : = T} 1 analytisch von % abhangen und welche beide im Punkte 
(a) verschwinden. 

Jetzt behaupte ich: die Funktion C' Q kann nicht identisch 
verschwinden. Gesetzt, dem ware nicht so, also <7J == . Dann 
miiBte zunachst jeder Punkt (z i9 a%, . . ., a n ), wobei z l ein Punkt 
eines Kreises r mit dem Mittelpunkte 6 X ist, eine singulare Stelle 
von F sein. Nun lasse man r wachsen. Dieser Kreis kann nie den 
Punkt % = im Innern enthalten, denn im Punkte (0, a 2 , . . ., a n ) 
ist ja JF analytisch. Dem.gem.aB muB es einen groBten Kreis r 
geben. Sei 6 a ein Eandpunkt desselben, und man setze die ent- 
sprechende Gleichung (3) fiir den Punkt (6 1? a 2 , . . ., a n ) an. Dann 
muB auch CQ identisch verschwinden. Da aber & x ein beliebiger 
Punkt des Kreisrandes war, so vertragt sich dieses Ergebnis 
nicht damit, daB r der groBte Kreis war. 

Hiermit ist nun dargetan, daB C' Q ^ ist. Setzt man also 
Zjc = fitfc? *=2,-.., , in (3), so ergibt sich, daB JP(%, a 2 , . . ., a n ) sich 
im Punkte % = 6j_ meromorph verhalt. Dieser Punkt ist aber be- 
liebig und darf sogar der Punkt ^ = 00 sein. Mithin ist 
.F( 1? a 2 , . . ., a n ) eine rationale Funktion von z ly und hiermit ha- 
ben wir AnschluB an den 2. Satz erreicht. 

Bei der Formulierung des Satzes diirfen offenbar an Stelle 
von 3K n beliebige Geraden treten, welche nur bzw. den n Koor- 
dinatenachsen parallel verlaufen. Auch diirfen einige oder sogar 
alle dieser Geraden durch Mannigfaltigkeiten ersetzt werden, 
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welehe im Unendlichen liegen. Im besonderen kann man den 
folgenden Satz aussprechen. 

Andere Formulierung. Verhdlt sich eine Funktion 
F(z l9 ...,z n ) meromorph in jedem Punkte desjenigen Teiles des un- 
endlich fernen Bereichs des Eaumes der Funktionentheorie, welcher 
w 1 Nordpolen nebst einem willkurliclien Punkte z k der k-ten 
Kugel, * = !,...,, entspricht, so ist F eine rationale Funktion aller n 
Variabelen %,,.., z n . 

Der 2. Satz lafit noch eine Erweiterung zu, indem die erste 
Hypothese sich als eine Folge der zweiten erweist. Dieser Satz 
wird nun, wie folgt, formuliert. 

4. Satz. 1 ) Ist eine Funktion Ffa,...,^ so beschaffen, dap 
F(a 19 . . . 3 ajc-i, ZK, ak+i9 ? a n}> *!, eine rationale Funktion 
von z k allein ist, wolei (a 1? . . >) einen beliebigen Punkt der Urn- 
gebung \z t < Q, *=i,..., n, des Anfangs bedeutet, so ist F(8 l9 . . .,#) 
eine rationale Funktion von % 19 . . ., z n . 

Das Beweisverfahren wird schon klar, wenn wir uns auf den 
Fall n 2 beschranken. Dabei werde noch % = z 9 % = ^ ge- 
setzt. 

Nach Voraussetzung ist F (a , w) , a \ < Q, eine rationale Funk- 
tion von w allein. Sei r a die kleinste Entfernung eines im End- 
lichen gelegenen, von w = verschiedenen Poles dieser Funktion 
vom Anf ange w = 0, falls ein solcher Pol vorhanden ist ; sonst 
sei r a = 2g. 

Jedem Punkte des Kreises | 2 \ < Q ordnen wir nun zwei na- 
turliche Zahlen, i und j, wie folgt, zu. Ist erstens r z > Q', wo q' 
positiv und kleiner als o gewahlt ist, so wird dem Punkte z die 
Zahl i = 1 zugewiesen, Sonst wird i durch die Relation 



bestimmt. 

Zweitens wird die Punktion F(a,w) im abgeschlossenen 
Kreisringe 

K: --^w^t 



1) Die hiermit erhaltene Verallgemeinerung des 2. Satzes nebst Beweis 
verdanke ioh einer brief lichen Mifcteilung von E. E. Levi unter dem Datum 
vom 15. Juli 1913; vgl. auch das Madison Colloquium, S. 145. 
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betrachtet, wobei i zum Punkte a gehort. Der absolute Betrag 
derselben hat dort ein Maximum M. Und nun wird j so be- 
stimmt, da8 

j 1 ^ M < j 

ist. Mit andern Worten soil in jedem Punkte von K 

\F(a 9 w)\<j, 
in mindestens einem Punkte von K dagegen 



sein. Die hiermit erhaltenen Zahlenpaare (i,j) bilden eine ab- 
zahlbare 1 ) Menge, deren Elemente wir den natiirlichen Zahlen auf 
irgend eine bestimmte Art, etwa nach dem Schema von Bd. I, 
S. 201 zuordnen wollen: 

Sei P, m die Menge der Punkte z 9 wofiir n ^ m ist. Dann ist 
P m sicher in P TO+1 enthalten. Aus dem Hilfssatze von 18 
schlieBen wir nun, daB es eine natiirliche Zahl ^ geben muB, der- 
art, daB die Menge P fl in einem zwei-dimensionalen Teile jenes 
Kreises iiberall dicht ist. 

Wir wollen die Menge der Punkte z 9 welche zum Paare (i , j) 
gehoren, mit Q^ bezeichnen. Da nun P aus einer endlichen An- 
zahl von Mengen Q if besteht, muB es ja auch eine dieser Mengen, 
Qs jf9 geben, welche in einem zwei-dimensionalen Teile T der #- 
Ebene iiberall dicht ist. 

Jetzt werde die Punktion F(z,w) im Bereiche betrachtet, 
wofiir w im Kreisringe 

7T- Qf < h 

K . ^_p T ^ | , 

und z in T liegt. Dann ist 



Denn F(z,w') y wo w r einen beliebigen Punkt des zu i' gehorigen 
Bereiches K' bedeutet, ist eine rationale Funktion von #, welche 
auBerdem in den Punkten von Q itf dem absoluten Betrage nach 
nicht groBer als j' wird. 



1) Insbesondere kann sich diese Menge auf eine endliohe reduzieren. 
Die Merdurch hervorgerufene Vereinfachung des Beweises liegt dann auf der 
Hand. 
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Hiermit sind die Bedingungen des Satzes von 17 erfullt, 
woraus sich denn ergibt, daB F(z,w) sich im Zylinderbereiche 
(T 9 K f ) analytisch verhalt. Aber jetzt sind die Bedingungen des 
vorstehenden 2. Satzes schon erfiillt, und hiermit ist nun der Be- 
weis geliefert. 

Im Falle n>2 ist, werde z n ^=w, n 1 =m gesetzt. Dann 
wird die Funktion F (%,... ,z m ,w) im Punkte (s) = (a) betracn- 
tet, wo | a* | <^, *=!,...,, ist, und r a wird nun geradeso definiert, 
wie vorhin. Alsdann gilt auch fiir j die frtihere Definition, und die 
SchluBweise gestaltet sich gerade so, wie vorhin. 

Zusatz. Is* die FunUion P (%,...,) so beschaffen, daft 
F(a 19 . . ., a k ^ l} z lz , a k+1 , . . ., a n ) em Polynom in z^ allein, t = i, 
...,n, ist, wobei (a ly ...,a n ) einen leliebigen Purikt der Umge- 
bung | s f \ < Q, *t,..., , des Anfangs bedeutet, so ist F(z l9 . . ., # n ) 
ein Polynom in den n Variabelen (%, . . ., w ). 

Aufgabe. Man gebe einen direkten Beweis des Zusatzes. 

31. EndgHtige Erweiternng des WeierstraBsclien Satzes. 

Auf Grand der beiden nachstehenden Hilfssatze wird ein Grad 
der Verallgemeinerung des WeierstraBschen Satzes von 29 
erreicht, welcher wenigstens fiir die Praxis wohl als definitiv an- 
gesehen werden diirfte. 

1. Hilfssatz. Vorgelegt sei eine Transformation 

(1) ^=/<(^l,.. ,), * = !,...,, 

folgender Beschafferiheit. Die Funktionen fa verhalten sich mero- 
morpJi in einem Punkte (2) = (a), und ferner: 

i) Es gibt eine Umgebung a des Punktes (a) derart, da/3 der- 
jenige Teil a' davon, welcher nach Aushebung der singuldren Stellen 
der ft aus a iiberbkibt, in umkehrlar eindeutiger Weise auf einen 
Bereich T des (z')-Eaumes abgebildet loird. 

ii) Der Bereich T enthdlt eine Folge von Punkten 



k = 00 

deren BildpunJcte in a' sich am Punkte (z) = (a) Mufen. 
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Dann besteht die in a' belegene Losung der Gleichungen 

(A) z\ = /jfo, . . .,), /*(%, . . ., z n ) = 0, 

G < | #i | , fc = 2, . . . , n, 
aus einer Kurve 

(B) s, =co*(t), 4=0, <-!,...,, 

wo oj-(f) siefo analytisch im PunMe = verhalt, und f = 1/^, 
co^ (0) = ^ is*. 

Zum Beweise setzen wir 



m Pnnkte (^) = (a) analytisch verhalten und, so- 
fern beide dort verschwinden, aucli in (a) teilerfremd gegenein- 
ander sind. 

Betrachten wir ssuerst die letzten n 1 Gleichungen (A). 
Zum Bestehen derselben ist notwendig, daB 

(2) # 2 (%>* -^n) =0, . ..,#nOl> - - -,n) =0, 

wobei 

g z (a lf . . ., a n ) = 0, . . ., ^ W (a l5 . . ., a n ) = 0. 

Nach dem 2. WeierstraBschen Satze, Kap. 2, 17, bestimmen 
die Gleichungen (2) ein oder mehrere Gebilde g. 

Eines dieser Gebilde g muB notwendig von der ersten Stufe 
sein. Indem wir namlich 



setzen, nimmt die erste Gleichung (A) die Eorm an, 

f#l(2i, , Sn) = fh.(^ 9 * - *n) 

wobei der Voraussetzung ii) zufolge 

7ii(a l9 .. .,a n ) =0. 
Wir betrachten ferner die Funktion 



auf den verschiedenen Gebilden g. Auf einem derselben wird diese 
Funktion jedenfalls nicht durch das identische Verschwinden von 
g^i, . . ., ) illusorisch, denn dem Punkte (V) = (|W, 0, . . ., 0) 

Osgood, Punktioneatlxeorie. 11,1. 2- AxifL 19 
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entspricht ja ein Punkt (#) von a', und in einem Punkte von a' 
versehwindet kein 7^. Sei g' ein Gebilde g, worauf ein solcher 
Punkt (0) liegt. Wiirde nun ^ auf g' identisch verschwinden, so 
wiirde jeder der unendlich vielen Punkte von g', worin keine 
Funktion fc f verschwindet, in den Punkt (z'} = ubergefuhrt, was 
der Voraussetzung i) zuwider lauft. 

Dieses Gebilde g' kann aber auch nicht von hoherer als der 
ersten Stufe sein. Denn sonst miiBte die Funktion , welche ja 
in einem gewissen Punkte desse'ben den Wert l/^ annimmt, 
auch in (unendlich vielen) anderen Punkten von g' den gleichen 
Wert erhalten, und damit wiirden alle diese Punkte von or' in ein 
und denselben Punkt von T iibergefiihrt, was der Voraussetzung 
i) -widerspricht. 

Dieses Gebilde g' nioge nun durch die Gleichungen 

(4) 0^ = ^(1), =i,...,, 

dargestellt werden, wo ^ i analytiseh im Anfange und ^ (0) = a a - 
ist. Im iibrigen soil einer Stelle von g' auch nur ein Wert von 1 
entsprechen. 

Tragt man in der Funktion ^i (%,.-., z n ) die Werte (4) der 
Argumente z t ein, so entsteht dadurch eine Funktion von %, wel- 
che sich iin Punkte A = analytiseh verhalt und jedenfalls nicht 
identisch verschwindet. Denn ?ii(%, . . .,^ n ), gebildet fiir dieselben 
Werte der Argumente, verhalt sich ebenfalls analytiseh im Punkte 
1=0 und verschwindet nicht identisch, und &[ hat am Gebilde 
g' den Wert gjlfi^. In jeder Nahe des Punktes (a) gibt es 
Punkte l (l} von g', in denen ^ den Wert (f^) annimmt, und 
hiermit ist die Behauptung bewiesen. 

Aus (8) ergibt sich somit, daB f, auf dem Gebilde g' be- 
trachtet, zu einer Funktion 

(5) f=(A) 

wird, welche sich zunachst meromorph im Punkte A = verhalt. 
Da nun aber in den Punkten A (i) den Wert 1/ff 5 annimmt, 
so kann co (X) keinen Pol im Punkte A = haben. Im iibrigen 
ist ct>(0) = 3 und es mufi ferner 

o) r (0)4=0 

sein. Denn sonst wiirden einem in der Nahe des Anfangs belege- 
nen Werte von f =4= mehrere Werte von A entsprechen, und diese 
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wiirden wieder zu verschiedenen Punkten (#) von a' fiihren, deren 
alle den gleichen Punkt (1/f , 0, . . ., 0) von T lieferten. 

Hiermit sind wir berechtigt, als Parameter A geradezu die 
Variabele zu nehmen, wodurch denn die Gleichungen (4) in die 
vom Satze verlangteii Gleichungen (B) iibergehen. Es bleibt nur 
noch iibrig zu zeigen, daB hiermit auch alle in a 1 belegenen Lo- 
sungen des Systems (A) erschopft sind. 

Wiirde es namlich ein zweites, in a" belegenes Gebilde erster 
Stufe, g", geben, so konnte man gerade so wie vorhin auf die 
Darstellung (4) desselben, 

3< = 57<(f), /=!,...,, 

schlieBen, und hieraus wiirde man dann wiederum auf die Exi- 
st enz zweier Punkt e von a' gefiihrt, die ein und demselben Punkt e 
(l/, 0, . . ., 0) von T entsprechen. 

Hiermit ist der Beweis des Satzes vollig erbracht. Wir be- 
merken noch, daB es denkbarerweise, den Gleichungen (2) entspre- 
chend, noch Gebilde g erster oder sogar hoherer Stufe gibt, wel- 
che dann am Eande von a', also in der singularen Mannigfaltigkeit 
der Transformation (1) liegen und somit fur die eigentliche Trans- 
formation (1) belanglos sind. 

2. Hilfssatz. Verhalt sich eine Funktion F(z ly . . ., # n ) im 
Anfange analytisch und in jedem endlichen PunJcte der & 



meromorph; geht F ferner durch die Umkehrung der Transformation 
(1) in eine im Punkte (2) = (a) meromorphe Furiktion 1 ) uber, 



so ist F (,% , , . . . , 0) eine rationale Funktion von z l . 

Vor allem wollen wir nachweisen, daB die Funktion 



im Endlichen hochstens Pole besitzt. 

Hat die Funktion F(z l9 ...,z n ) eine endliche singulare Stelle 
(yi, 0, , . ., 0) , so muB jedenfalls y l 4= sein. Sei (c 19 0, . . ., 0) 
eine solche Stelle, welche dem Anfange am nachsten liegt, 



1) Sofern man wenigstens von etwaigen kebbaren Unstetigkeiten ab- 
sieht. 

19* 
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d. h. -F( 1? . . M # n ) verhalt sich analytisch in jedem Punkte 
(a l9 0, . . ., 0), wofiir | % | < | ^ | 1st, nicht aber im Punkte 
(Ci,0,...,0). 

In der Nahe von (c l5 0, . . ., 0) laBt F die Darstellung zu, 



wobei E k (ss 2 ,..., z n ) , E' k fa, > ^) sich in einer bestimmten 
Umgebung des Anfangs analytisch verhalten und JE/J(0, . . ., 0) = 
ist. Nun kann aber ^(0, . . ., 0) nicht fur alle Werte von ft ver- 
schwinden, sofern wir voraussetzen, daB Zahler nnd Nenner im 
Punkte (*! , s a , . . . , n ) = (^ , , . . . , 0) teller! remd sind. Denn 
sonst wiirde der Nenner in einem Punkte (6 1? 0, . . ., 0) verschwin- 
den, wo b in der Nahe von c\ liegt und | \ \ < \ c : \ ist. Diese 
Stelle wiirde dann eine dem Anfange noch naher belegene Singu- 
laritat der Punktion F^, ...,) liefern, was zu einem Wider- 
spruch fiihrt. 

Bezeichnen wir E fc (0, . . ., 0), E r k (Q, . . ., 0) bzw. mit e k9 e f k , 
so erhalten wir fiir die Funktion 



in der Nahe von c x die Darstellung 



woraus denn ersichtlich wird, daB 9?(%) hochstens einen Pol im 
Punkte % = G! hat. 

Untersuchen wir jetzt das Verhalten der Funktion <p(z-^ in 
der Nahe der Stelle % = oo ! Sei 



wo <? und if im Punkte (z) == (a) teilerfremd gegeneinander sind, 
falls beide dort verschwinden. Es kann nun H unmoglich auf dem 
aus der Kurve (B) bestehenden Gebilde g identisch verschwinden, 
denn die endlichen in der Mannigf altigkeit ^ = , * 2 ,...,, 
belegenen singularen Stellen von F(z\, . . ., z' n ) sind ja isoliert, 
und darum verhalt sich die Funktion analytisch in gewissen Punk- 
ten von T, welche Punkten der Mannigfaltigkeit entsprechen. 
Tragt man also in 0(%, . . .,# n ) die Werte von z t aus (B) ein, so 
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entsteht eine 1m Punkte = meromorphe Funktion, 



Mithin wird 



und 9? (%[) erweist sich somit auch im Punkte z{ = oo als mero- 
morph. 

Da 9?(%) sich nurimehr in jedem Punkte der erweiterten %- 
Ebene meromorph verhalt, so ist <??(%) eine rationale Funktion, 
w. z. b. w. 

Aus den beiden voraufgeschickten Hilfssatzen, nebst dem 
2. Satze von 80, erschlieBt man nun das in Aussicht genom- 
mene Theorem, welches wir folgendermaBen formulieren wollen. 

Endgiltige Erweiterung des WeierstraBschen Satzes. 
Sei F(ZI, . * ., # n ) wn Anfange analytisch und in jedem endlichen 
Punlrte einer jeden der KoordinatenacJisen meromorph. Genilgt F 
ferner den Bedingungen des 2. Hilfssatzes, filr jede der n Koordina- 
tenachsen ausgesprochen, so ist F(z l9 ...,2^) eine rationale Funk- 
lion aller n Argumente. 

82. Meromorphe Funktionen Im erweiterten Raume. 

Es handelt sich hier um die erweiterten Raume von Kap. 1, 
18, 19, sowie um andere Eaume ahnlicher Art nebst den zuge- 
horigen Transformationsgruppen, und um Funktionen, welche sich 
in einem solchen Eaume iiberall meromorph verhalten. 

Definition eines erweiterten Eaumes. Dem Begriffe 
eines erweiterten Eaumes liegt eine Transformationsgruppe zu- 
grunde, wodurch der komplexe Euklidische Eaum im allgemeinen 
umkehrbar eindeutig und analytisch in sich ubergeftihrt wird. Sei 

(1) ^ =/;(%,... , n ), .-=!,..., 

eine der Transformationen dieser Gruppe. Dann moge sich f i vor 
allem in jedem endlichen Punkte meromorph verhalten. Sei 
(z) = (a) eine (eigentliche, d. h. endliche) singulare Stelle fiir we- 
nigstens eine der f i und sei a eine Umgebung von (a). Bezeichnet 
man mit or' denjenigen Teil von cr, welcher nach Aushebung der 
singularen Stellen der f aus a zuriickbleibt, so werde a' umkehr- 
bar eindeutig und analytisch auf einen Bereich T abgebildet, und 
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zwar lasse sich a so einschranken, dafi T aufierhalb eines beliebi- 
gen endlichen Teiles des eigentlichen Kaumes liegt. 

Dem Punkte (a) wird nun ein uneigentlicher Punkt A' ver- 
moge einer spezifischen Definition entsprechen. Wie die Grappe 
beschaffen sein muB, damit eine Definition der Ait mdglich sei, wie 
sie in den bisher bekannten Fallen getroffen worden 1st, mag da- 
hingestellt bleiben. Wir konnen aber gewisse Eigenschaften der 
Transformationen angeben, welche bei einer Erweiterung der ge- 
meinten Art nicht fehlen diirfen. 

i) Sei 
(2) < = 9?<(i, . . .,), /!,...,, 

eine Transformation der Gruppe, wodurch der eigentliche Punkt 
(0) = (5) in den obigen eigentlichen Punkt (2'} = (a) iibergefiihrt 
wird. "Obt man zuerst (2) und darauf (1) aus, so entsteht dadurch 
eine Transformation der Gruppe, wodurch dem Punkte (#) = (&) 
ein uneigentlicher Punkt B' entspricht. Und nun soil B' eben 
mit A' identisch sein. 

Definition. Unter der Umgebung eines uneigentlichen Punk- 
tes A' versteht man die Gesamtheit der eigentlichen und un- 
eigentlichen Punkte, welehe einer Umgebung eines zugehorigen 
endlichen Punktes (z) = (a) entsprechen. 

Sei P lt P 2? . . . eine Folge eigentlicher oder uneigentlicher 
Punkte. Dann heifit A' eine Hdufungsstelle der Menge, wenn 
Punkte P i in jede Umgebung von A' eindringen. Entspricht einer 
beliebigen Umgebung von A' eine Zahl m derart, daB alle P i9 
wofiir m^i, in derselben liegen, so heiBt A' der Grenzpurikt 
der Menge. 

ii) Sei A 1 ein uneigentlieher Punkt, und sei (^ A> ), &=i,2,..., 
eine Menge eigentlicher Punkte mit der Grenzstelle A'. Dann ist 

n 

lim^ | %( | =00. 

kaseoissl 

Aus dem Grunde bezeichnet man die uneigentlichen Punkte auch 
als unendlicJi feme Punkte und deren Gesamtheit als den unend~ 
lich fernen Bereich. 

iii) Im iibrigen lassen sich die Umgebungen zweier uneigent- 
lichen Punkte A' und B' 9 bei beliebiger Wahl der einen und ge- 
eigneter "Wahl der anderen, umkehrbar eindeutig und stetig aufein- 
ander abbilden. 
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iv) Die uneigentlichen Punkte bilden eine abgeschlossene 
Mannigfaltigkelt. Durch dieselben werden die eigentlichen Punkte 
auch zu einer abgeschlossenen Mannigfaltigkeit (dem erweiterten 
Kaume) erganzt. Insbesondere dringt jeder Stralil 



0< 

= 1 



in jede Umgebung mindestens eines uneigentlichen Punktes A* 
ein. 

Daraus ergibt sich, daB es eine endliche Anzahl von Trans- 
formationen der Gruppe gibt, derart, daB ein beliebiger uneigent- 
licher Pankt mindestens durch eine derselben in einen endlichen 
Punkt iibergefiihrt wird. 

Der erweiterte Eaum hangt offenbar linear einfach zusammen. 

Definition. Bine Funktion jP(% ? ...,^ n ) verhalt sich analy- 
tisch resp. meromorph in einem uneigentlichen Punkte A', wenn 
die transformierte Funktion, 



sich in einem zugehorigen eigentlichen Punkte (z) = (a) (hochstens 
bis auf hebbare Unstetigkeiten) analytisch resp. meromorph ver- 
halt. 

Hauptsatz. Eine FunUion JFfo, ...,#) welche sicli in 
jedem Punkte eines erweiterten Baumes meromorph verhalt, ist eine 
rationale Funktion. 

Unbeschadet der Allgemeinheit konnen wir annehmen, daB 
die Funktion sich im Anfange analytisch verhalt. Sie wird sich 
ferner in jedem endlichen Punkte einer Koordinatenachse mero- 
morph verhalten. 

Betrachten wir nun etwa den Strahl 

L: #1 = t f ^ t < oo; #& = 0, fc=2, ...,. 

Derselbe dringt ja in jede Umgebung mindestens eines uneigent- 
lichen Punktes A\ Sei (z) = (a) ein eigentlicher dem Punkte A' 
zugehoriger Punkt. Dann geniigt die zugehorige Transformation (1) 
dieses Paragraphen samtlichen Bedinguagen der Transformation (1) 
von 81. Das gleiche gilt fur jede andere der Koordinateriachsen. 
Nach dem erweiterten WeierstraBschen Satze, 81, erweist 
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sich F somit als eine rationale Funktion aller n Argumente 

Der vorstehende Satz wurde fiir den projektiven Baum vom 
Yerfasser bewiesen. 1 ) 

Sodann wurde der Beweis fiir die zusammengesetzten Raume, 
Kap. 1, 19, von Jackson 2 ) gefiihrt. 

Aus diesem Satze geht der folgende unmittelbar hervor. 

Satz. Verhalt sich die Transformation (1) auch in den uneigent- 
lichen Purikten des enoeiterten Baumes meromorph, so sind die f^ 
rationale Funktionen. 

33. Von den umkelirbar eindeutigen Transformationen. eines 

Raumes in sielu 

Bine Transformation 

(1) < = /<(*! -^) <=!,..., 

heiBe regular in einem Punkte (2) = (a), wenn die Umgebung des 
Punktes (a) ein-eindeutig und stetig auf die Umgebung des Bild- 
punktes (a') bezogen wird und auBerdem jede der Funktionen f f 
sich im Punkte (a) analytisch verhalt. Nach Kap. 2, 19, 1. Satz 
versehwindet dann die Jacobische Determinante der Transfor- 
mation im Punkte (a) nicht, womit sich denn die Umkehriunk- 
tionen 



als analytisch im Punkte (%') = (a') erwiesen. 

Diese Definition laBt sich noch auf den Pall ausdehnen, daB 
mindestens einer der Punkte im unendlich fernen Bereiche liegt. 
Wir gehen namlich von einem erweiterten Raume aus, wie er in 
32 des naheren erklart worden ist, und betrachten eine Trans- 
formation (1), wodurch die Umgebung eines unendlichen Punktes 
A' in die Umgebung eines eigentlichen oder uneigentlichen Punk- 
tes A" ein-eindeutig und stetig iibergeht. Eine solche Transfor- 
mation heiBt regular, wenn sie in jedem eigentlichen Punktepaare 
regular ist. 



l)Osgood, Transactions Amer. Math. Soc. 13 (1912), S. 159. Dabei 
wurde eine interessante (I, n!)-deutage Transformation des Raumes der Fimk- 
tionentheorie auf den projektiven Raum beniitzt, 

2) Dunham Jackson, Journ. fur Math. 146 (1915), S. 185. 
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Satz. 1st die Transformation (1) im Punkte A' regular, so 
verhalten sich die Funktionen f t im Punkte A' meromorph. 

Wir behandeln zuerst den Fall, daB A' In einen endlichen 
Punkt A" : (z r ) = (a') iibergeht. Sel 

8: a<=9>i, ' 



eine Transformation der Gruppe, wodurch ein endlicher Punkt 
B : () = (6) in A' verwandelt wird. Dann wird eine Umgebung 
a von B umkehrbar eindeutig und stetig auf eine Umgebung r 
von A" bezogen. Einem Punkte () von a, der nur auf keinem 
der Gebilde 7&*(i, . . ., w ) = liegt, entspricht ein endlicher Punkt 
(#) der Umgebung von A', und dieser Punkt wird wieder durch 
die Transformation (1) in einen Punkt (z ( ) von r ubergehen. Jede 
der genannten Transformationen ist regular in einem endlichen 
Punkte und darum verhalten sich die Funktionen 



analytisch in jedem Punkte von a, der nicht auf einem Gebilde 
\ == liegt. Da sie fernerhin stetig auf diesen Gebilden sind, so 
verhalten sie sich auch dort und also ausnahmslos in a analytisch. 

Hierrait ist aber eben dargetan, daB die Funktionen /*(#i, ...,^ w ) 
sich in A' analytisch verhalten. 

Wird umgekehrt durch die Transformation (1) ein endlicher 
Punkt (z) = (a) in einen uneigentlichen Punkt P iib,ertragen, so 
zeigt eine ahnliche tJberlegung, daB die Funktionen /<(#i, . . ., z n ) 
sich in (a) meromorph verhalten. 

Wir wenden uns jetzt dem Falle zu, daB A" im Unendlichen 
liegt, und ftihren wieder die Transformation 8 aus. Hier brauchen 
wir aber noch eine zweite Transformation der Gruppe, 



wodurch ein endlicher Punkt B' : (I') = (fc') in A" verwandelt 
wird. Bezeichnet man die Transformation (1) mit T, so wird 
durch die Transformation 

S'-*TS: ^-^(Ix, ..., W, ^i,...,^ 

die Umgebung a von B auf eine Umgebung a' von B' umkehr- 
bar eindeutig und stetig abgebildet. Bs handelt sich nun um 
den Beweis, daB o>i(i, . . ., IJ sich in a analytisch verhalt. 
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1st (I) ein Punkt von a, dem ein endlicher Punkt (2) der 
Umgebung von A' entspricht, also ^(| 1? . ..,f)40, und geht 
(z] durch T wieder in einen endlichen Punkt der Umgebung von 
A", so wird o> 2 .(| 1? . . ., ) schon analytisch im Punkte () sein. 

Sei () wieder ein Punkt von cr, dem ein endlicher Punkt (0) 
der Umgebung von A f entspricht, nur soil jetzt dem Punkte (z) 
ein uneigentlicher Punkt P der Umgebung von A" entsprechen. 
Durch S'- 1 wird P in einem Punkt (') von a' verwandelt. Und 
nun liegt genau der soeben behandelte Fall vor, wobei nur, was 
die Bezeichnungsweise anbetrifft, (2) und (/) ihre Eollen ge- 
wechselt haben, und (I') an Stelle von (I) tritt. Daruin ist die 
Transformation der Umgebung dieses Punktes (z) auf die Um- 
gebung des entsprechenden Punktes (0 eine regulare (beide 
Punkte sind ja eigentliche), woraus denn endlich hervorgeht, daB 
><(fu f) & G h i m bewuBten Punkte (f) analytisch verhalt. 

Hiermit ist nunmehr erwiesen worden, daB ca^(| ls . . ., f n ) 
sich in jedem Punkte von a analytisch verhalt, der nur nicht 
auf einem Gebilde h = liegt. Dort bleibt ^ aber noch stetig, 
und darum ist co z - auch dort, und somit ausnahmslos in a ana- 
lytisch. 

Kehren wir jetzt zur Transformation 



zuriick! Da f 4 ' analytisch von (I) abhangt, 



so gehen auch ^(f;, . . ., O, i;(f,, . . ., ft) in analytische Funk- 
tionen von (f) liber, 



und daraus ergibt sich nun die Darstellung 



Darin liegt aber eben der Beweis, daB die Funktionen /,- sich im 
Punkte A' meromorph verhalten. 

Aus dem vorstehenden Satze ergibt sich der Beweis des fol- 
genden Theorems. 
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Hauptsatz. Die allgemeinste umltehrbar eindeutige Transfor- 
mation eines erweiterten Raumes in sich, welche ausnahmslos regular 
ist, kann nur eine rationale Transformation sein. 

Sei (1) eine solche Transformation. Dann verhalten sich die 
Funktionen f$ nach dem soeben bewiesenen Satze meromorph in 
jedem Punkte des erweiterten Eaumes und erweisen sich mit- 
hin als rationale Funktionen. 

Wir werfen nun die Frage auf: Welches sind die ein-eindeuti- 
gen Transformationen eines gegebenen Baumes in sich, welche in 
jedem Punkte regular sind? und beantworten sie fur den Eaum 
der Funktionentheorie, sowie fiir den projektiven Eaum. 

Fangen wir mit dem Eaume der Funktionentheorie an. Wir 
konnen unmittelbar eine Eeihe derartiger Transformationen hin- 
schreiben, namlich die Transformationen der Gruppe: 



Satz. Die Transformationen (91) umfassen alle diejenigen, 
welche die genannte Eigenschaft besitzen. 

Sei (1) eine bestimmte Transformation der genannten Art. 
Dann sind die Funktionen /^ alle rational. Verhalt sich / x nicht 
analytisch in einem Punkte (a), so kann ^ dort nur einen Pol ha- 
ben. Denn beim Grenziibergange lim (z) = (a) mu8 sich der 
Punkt (%'} einem bestimmten Punkte des erweiterten Eaumes der 
Variabelen (#') nahern. Insbesondere muB dann jede Variabele z' k 
einem bestimmten Punkte der erweiterten ^.-Ebene zustreben. 
Und da nun z\ nicht endlich bleibt, so muB eben lim ^ = oo 
sein. 

Zweitens behaupte ich, da8 / x nur von einem Argumente ab- 
hangt. Ware dem nicht so, so moge f l wenigstens 8 19 2 2 enthalten. 



wo und H teilerfremde Polynome bedeuten. Indem wir jetzt 
homogene Variabelen einfiihren: 



sei 



wo f, H ebenfalls teilerfremd sind. Dann wird 
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r = AoCf + A&-*% + ---+A m ti m , 
H - J3of? + Biff ' + - * + B m , 

wo alle ^ fc >fc homogen von gleicher Dimension 1 ) in (f a > a) sind * 
und zwar 1st diese Dimension positiv, Daraus erhellt, daB die 
Gleichnngen 

r=o, H = O 

mindestens eine gemeinsame Wurzel (a lt o^; a 2 , a'^ 9 . . .) haben. 
Sollte der entsprechende Punkt (z) = (a) insbesondere im Unend- 
lichen liegen, wobei denn 

a' k = 0, **,,...,*;, 

so fiihre man die Transformation aus: 



Dadurch wird 



wobei nun G',H' teilerfremde Polynome mit einer gemeinsamen 
Nullstelle sind. Daher hat f l eino auBerwesentliche singulare Stelle 
zweiter Art im Punkte (a), und hiermit sind wir zu einem Wider- 
spruch gefiihrt. 

Es hat sich also ergeben, daB f nur von einem einzigen Argu- 
mente abhangen kann, und man erkennt nun sofort, daB alle n 
z jc bei den n verschiedenen f t vertreten sein miissen. Soil die 
Transformation (1) auBerdem noch umkehrbar eindeutig sein, so 
muB jede Punktion f linear von ihrern Argument z* abhangen; 
und damit ist der Beweis erbracht. 

Der frojektwe Baum. Diesem Eaume liegt die Gruppe zu- 
grunde : 



1) Genauer gesagt, verschwinden die A^, sowie die B k , nicht samtlich 
identiseh, und diejenigen, welche nicht identisch verschwinden, sind homogen 
von gleicher Dimension in jedem Wertepaare (f fc , Q, A = 2, ..., n. Insbesondere 
ist die Dimension in (f a , Ca) positiv. 
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und die hiermit deflnlerten Transformationen gehoren jedenfalls 
zur bewuBten Gattung. Auch Mer gilt der 

Satz. Die Transformationen (S3) umfassen alle diejenigen, wel- 
che die genannte Eigenschaft besitzen. 

Vor allem erkennt man, da6 die Funktionen (1) rational sind. 
Schreiben wir diese Funktionen in der Form tin: 



wo F ,F 19 . . .,F n ein System teilerfremder Polynome bedenten, 
und fiihren wir homogene Variabelen vermoge der Eelationen 



ein, so wird 



wobei /o?/i?---?/n e i n System teilerfremder homogener Polynome 
m-ten Grades sind. 

In einem endlichen Punkte (x) == (a), dessen Bildpunkt 
(x'} = (a') auch endlich ist, sind die Funktionen ^ alle analytisch, 
und ihre Jacobische Determinante verschwindet dort nicht. Nun 
ist aber bekanntlich 



dfa, . . ., oj 

DemgemaB muB die letztere Jacobisclae Determinante in einem 
Bildpunkte () = (a) ebenfalls von null verschieden sein. 

Liegt einer oder auch beide der Punkte (a), (a') im Unend- 
lichen, so ergibt sich, daB auch In diesem Falle 

(3) 8(/o.A....,/) +0 



ist. Hiermit sind wir zum Kesultat gelangt, daB die Eelation (3) 
ausnahmslos in jedem Punkte des Eaumes der homogenen Varia- 
belen (f , SD - ? In) statthat. Die linke Seite von (3) ist aber ein 
homogenes Polynom vom Grade (n + l)(m 1). Darum muB 
es eine Konstante sein, woraus sich nun ergibt, daB m = 1, daB 
also die Funktionen f i linear sein miissen. Hiermit ist der Beweis 
erbracht. 
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34. liber algebraisclie 

Der Satz von Ed. I, Kap. 8, S. 431 laBt sich direkt auf Funk- 
tionen mehrerer Variabelen iibertragen. 

1. Satz. Eine mehrdeutige*) Funktion Ffa, . . ., ), deren 
verschiedene Bestimmungen in der Umgebung einer willkurlichen 
Stelle (a) eines im Sinne von 32 erweiterten Eaumes der Variabe- 
len (z) sich mit den Wurzeln einer endlichen Anzahl irreduMbeler 
pseudoalgelraisclier GleicJiungen mit der Spitze (a) decken: 

Aw + A^w*- 1 -\ ----- h^a = 0, 



wold also A k (z^...,z n } sich im Punkte (z) = (a) analytisch ver- 
halt und A (z l3 . . ., z n ) ^ 0, genugt einer algelraischen Gleichung 

G(w,z l9 ... 9 8 n ) =0, 
wo G ein Polynom in alien n + 1 Variabelen ledeutet. 

Da der erweiterte Eauin eine abgeschlossene Mannigfaltigkeit 
1st, und da die Anzahl der Funktionswerte in einer bestimmten 
Umgebung eines willkurlichen Punktes dieses Eaumes nach Vor- 
aussetzung endlich und in der genannten Umgebung konstant ist, 
so muB diese Zahl auch im ganzen Eaume endlich und konstant 
sein. Dieselbe werde mit m bezeichnet. 

Bildet man nun die Summe 



so erkennt man, daB dieselbe in jedem Punkte des erweiterten 
Eaumes hochstens einen Wert annimmt, sowie daB sie sich aus- 
nahmslos meromorph verhalt. Demnach muB sie eine rationale 
Eunktion sein. Nun lassen sich aber die elementaren symmetri- 
schen Funktionen 



...w 



1) An dieser Stelle ist dem gegenwartigen Satze eine allgemeinere For- 
mulierung wie friiher im Palle n = 1 zuerteilt worden, und hiermit ist 
denn auch eine Verallgemeinerung jenes Satzes gegeben. 
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rational dureh die 99/8 ausdriicken. Daher sind die Wurzeln der 
Gleichung 

(w Wj) (ID wj...(w w m ) = 

rationale Funktionen von %,...,#, und der Satz ist bewiesen. 

2. Satz. Wird w = F(z l9 . . ., z n ) durck eine algebraische 
Gleichung 

G(w 9 2 l9 . ..,) =0 

definiert, so besteht eine notwendige und liinreichende Bedingung fur 
die Irreduktibilitat des Polynoms G darin, da/3 der Riemannsche 
Eaum fur F($ 19 . . ., # n ) nicht zerfallt. Ddbei wird vom trivialen Falle 
abgesehen, daft G eine Potenz eines irreduktibelen Polynoms ist. 

Der Beweis wird gerade so gefiihrt wie im Falle n = 1. 
Definition. Sei 

A Q w m + Aiitf*- 1 H + A m = 0, A EJ= 0, m>o, 

eine irreduktibele algebraische Gleichung, wobei also die A k '$ ein 
System teilerfremder Polynome in 8 i9 ... 9 z n bedeuten. Ist A Q 
eine Konstante, so heiBt w eine ganze algebraische Punktion von 
#!,...,#, im anderen Falle eine gebrochene. Eine ganze algebrai- 
sche Funktion ist in jedem endlichen Punkte stetig. Dies gilt aber 
nicht von einer gebrochenen Funktion. Vermoge der Transfor- 
mation 

w' 
(I) w' = A w, W = ~T- 

AQ 

geht eine gebrochene in eine ganze algebraische Funktion iiber. 

3. Satz. Sei 

0(w 9 sf l9 . .. 9 z n ) =0 

eine irreduktibele algebraische Gleichung von positivem Grade m in 
w, sei w =F(z l9 . . ., z^ die hierdurch definierte Furiktion, und sei 
@ der zugeJiorige Riemannsche Raum. Sei ferner 

W =&&,... ,z n ) 

eine Funktion, welche auf @ eindeutig ist und deren verscMedene 
Bestimmungen den Bedingungen des 1. Satzes genugen. Dann lafit 
sich W als eine rationale Funktion von w, % 19 . . ., z n darstellen: 

W = Bw,Zi, ...,*. 
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Der Beweis -wird ahnlich wie im Falle n = l, Bd. I, S. 435 
gefiihrt, nur an einer Stelle ist ein anderes Verfahren notig. Um 
namlich nachzuweisen, daB die Koeffizienten von Q(X) rational 
sind, beschranken wir uns zunachst auf den Fall, daB sowohl w 
als W ganze and darum im Endlichen stetige Funktionen sind. 
Die bewuBten Koeffizienten sind eindeutige Funktionen, welche 
sich im allgenieinen analytisch verhalten. Dabei liegen die Aus- 
nahmepunkte auf analytischen Gebilden (n l)-ter Stufe im Ge- 
biete der (%,..., ) In diesen Punkten sind die Koeffizienten 
aber auch stetig. Nach dem 1. Satze von 4 sind sie also dort 
ebenfalls analytisch. 

Hiermit ist zunachst dargetan, daB die Koeffizienten ganze 
Funktionen sind. Um noch zu zeigen, daB sie rational sind, kniip- 
fen wir an den 2. Satz von Kap. 1, 16 an. Man erkennt nam- 
lich ohne Miihe, daB bei passender Wahl der natiirlichen Zahl p 
und beliebiger Wahl von ft 



ist, wobei ss t = a i9 i^^ beliebig gewahlt und dann festgehalten 
wird. DemgemaB muB auch 



sein, wo C einen beliebigen jener Koeffizienten bedeutet, Nach 
dem genannten Satze erweist sich C somit als ein Polynom. 

Ist endlich w oder W keine ganze algebraische Funktion, so 
braucht man nur durch eine gehorige Transformation (1): 

w' = A w bzw. W'=B Q W 

zu ganzen Funktionen iiberzugehen. Nach dem Vorausgehenden 
gilt dann der Satz fur w' und W 9 mithin gilt er auch fur w 
und W. 

1. Zusatz. Hat die vorstehende Funktion W = (%,..., ^ n ) 
im allgemeinen verschiedene Werte in den m Bldttern von (S dam 
genugt ja offenbar, daft (P(#i, ...,#) m h nur f^ r ^ nen einzigen 
Purikt (z) = (a) getrennte Werte hat , so kann man umgekehrt w 
als rationale Funktion von W, 2 l9 ...,#, darstellen: 

w = 81 (TT, !,...,). 
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Definition. 1st <f> (%,..., # w ) eindeutig auf @ oder auch in 
dem einer beiiebigen irreduktibelen pseudoalgebraischen Gleichung 
entsprechenden Eiemannschen Eaume g, und verhalt sich bis 
auf die Punkte einer endlichen Anzahl analytischer Gebilde 
(n l)-ter Stufe analytisch; nimmt ferner in zwei verschiede- 
nen Blattern niemals identisch gleiche Werte an, so heLBt mit 
der Funktion w = F(z l? . . ., z n ) oder anch mit @ bzw. gf gleich- 
verzweigt. Zwei Funktionen, welche irreduktibelen pseudoalge- 
braischen Gleichungen geniigen, heiBen in einem Punkte (a) mit- 
einander gleichverzweigt, wenn jede derselben in dem fur die an- 
dere konstruierten Eiemannschen Eaume in der Umgebung von 
(a) eindeutig ist. 

2. Zusatz. Sei W = (?(# 1? ...,#) eine Funktion, welche den 
Bedingungen des 3. Satzes genugt, und sei aufierdem mit @ gleich- 
verzweigt* Dann Id fit sich w rational durch W,Zi, . . .,z n darstellen: 



Ist umgekehrt W = <&(&!, . . ., ^ n ) eine Funktion, welche den 
Bedingungen des 3. Satzes genugt, und Idfit w aufierdem die vor- 
stehende Darstellung zu, so ist mit @ gleichverzweigt. 

3. Zusatz. Ist W = 0(z l9 . . ., z n ) eine Funktion, welche den 
Bedingungen des 3. Satzes genugt, so deckt sich mit den Wurzeln 
einer irreduktibelen algebraischen Gleichung vom Grade m : 



z I ,... 9 z n ) =0, 
wo m-t ein Teiler von m ist. 

1. Auf gab e. Ist der folgende Satz richtig, a) im projektiven 
Eaume, b) im Eaume der Funktionentheorie ? 

Sei ein monogenes analytisches Gebilde (n l)-ter Stufe 
im Eaume der Variabelen (z l ,...,z n ), deren samtliche in der 
Nahe einer beiiebigen Stelle (z) = (a) derselben gelegene Stellen 
sich mit den Wurzeln einer Gleichung 

@(a)( z !9 - -^n) = 

decken, wobei G^ sich im Punkte (a) analytisch verhalt und dort 
verschwindet. Dann ist ein algebraisches Gebilde. 

2. Aufgabe. Ist der folgende Satz richtig, a) im projektiven 
Eaume, b) im Eaume der Punktionentheorie ? 

s g o o d , Punktionentlieorie. II, 1. 2. Aufl. 20 
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Sei era monogenes analytisches Gebilde (n l)-ter Stufe 
im Eaume der Variabelen (%,...,), und sei (si) = (a) eine be- 
liebige Grenzstelle zu gehoriger Stellen. Des weiteren sollen 
samtliche in der Nahe von (a) gelegene Stellen von sich mit 
den Wurzeln einer Gleichung 

Gk)(*i, **) =:0 

decken, wobei G (a} sich im Punkte (a) analytisch verhalt und dort 
verschwindet. Dann ist ein algebraisches Gebilde. 

Definition. Eine meiirdentige Punktion F(z ly ..*,z n ) ver- 
Mlt sich algebraisch in einem Punkte ( = (a) des erweiterten 
Eaumes, wenn die in Betracht kommenden Bestimmungen der- 
selben sich in der Nahe von (a) mit den Wurzeln einer pseudo- 
algebraischen Gleichung deeken: 

A Q w m + A^w- 1 -i ----- h Am = > 

wo A k (z l9 ...,z n ) sich im Punkte (a) analytisch verhalt und 
^ ^0 ist. 

Satz. Sei -?(%, ...,#) erne mehrdeutige FunUion, deren ver- 
schiedene Bestimmungen sich in jedem zu einer Koordinatenachse ge- 
horigen Punkte des erweiterten Eaumes der Furiktioneniheorie alge- 
Iraisch verhalten. Dann ist F eine algebraische FunUion der n Ya- 
ridbelen z^, . . . 9 z n oder aber F setet sicJi aus mehreren solchen Funk- 
tionen zusammen. 

Vor allem beweist man, daB die Anzahl m der verschiedenen 
Bestimmungen w l9 ... 9 w m der vorgelegten Punktion in einer be- 
stimmten Umgebung % der Koordinatenachsen konstant bleibt. 
Im iibrigen darf man unbeschadet der Allgemeinheit annehmen, 
daB sich alle m Bestimmungen im Anfange analytisch verhalten. 
Bildet man nun die Punktion 



wo s eine natlirliche Zahl bedeutet, so verhalt sich $> s in mero- 
morph. Daraus erhellt, daB auch die elementaren symmetrischen 
Punktionen 



w 
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sich in X meromorph verhalten. Nach dem 3. Satze von 30 er- 
welsen sich diese somit als rationale Funktionen von %, ...,, 
und hiermit ist der Beweis erbracht. 

Bei der Formulierang des Satzes diirfen ja beliebige n Ge- 
raden an Stelle der Koordinatenachsen treten: 



wobei fc die Werte 1,2,...,^ durchlauft und insbesondere einige 
oder auch alle G$ mit dem uneigentlichen Punkte oo ihrer Ebene 
znsammenfallen konnen. 



20* 



Von Osgood^ Lehrbuch der Funktionentheorie liegt ferner vor: 
/ Band. J. Aufl. M it 174 Fig. [XIV u. 818 S.J gr. 8. 1928. Geh. JMt42. 9 

geb. 31 Jt 44. . In Vorb. befindet sich: II. Band. 2. Lief g. 

Funktionentheorie. Von Dr.L.Bieberbach, Prof. a.d.Univ. Berlin. Mit 34 Fig. 
iniText [IVu ii8S.] 8 1922. (Teubn techn. Leitf. Bd. 14.) Kart.JO' 3.20 

,,In gedrangter, aber Idarer Sprache, mit schonen Figuren und guten Beisptelcn durch- 
setzt, wird eine Einfiilirirng in die Theorie der Funktionenlehre gegeben, die, mit den 
komplexen Zahlen beginnend, in streng logischer Kette zur konformen Transformation fuhrt. 
Wie imrner, wenn man des Verfassers Arbeiten liest, bietet die Lektiire einen GenuB, 
denn sie gibt Eigenes, Personlicbes." (Unterrichtsbl. f. Mathem. u. Naturwissensch.) 

Lehrbuch der Funktionentheorie, Von Dr. L. Bieberbach, Prof. a. d. 
Univ. Berlin. 

I. Band: Die Elemente der Funktionentheorie. 2., verb. Aufl. Mit 80 Fig. 
im Text. [VI u. 314 S.] gr. 8. 1923. Geh. JtJC 12., geb. JlJt 15. 
II. Band: Moderne Funktionentheorie. Mit 44 Fig. imText. [VII u. 366 S.] 
gr. 8. 1927. Geb. MJi 20. 

Der erste Hand gibt unter Verschmelzung Riemannschen trad Weierstrafiischen Geistes 
eine einheitliche Darstellung der Elemente der allgememen und der speziellen Funktionea- 
theorie. Kr umiaBt somit einmal alle die Begnffsbildungen und Methoden, welche die 
moderne Funktionentheorie beherrschen, und reicht andererseits von den rationalen Funk- 
tionen iiber die periodischen Funktionen bis zu den doppelperiodischeu und den ellip- 
tischen Integralen. 

Der zweite Band stellt in acht Abschnitten dasjenige dar, was in der Theorie der 
Funktionen einer komplexen Veranderlicben durch die Arbeit der letzten Jahrzehnte an 
bleibenden Ergebnissen und Metboden gewonnen worden 1st. Er bevorzugt dabei die 
Dinge, uber die es zusammenhangende Darstellungen noch nicht gibt. So handeln einzelne 
Abscbnitte vom Picardschen Satz, von der Theorie der ganzen Funktionen, von der 
analytischen Fortsetzung, der konformen Abbildung und der Uniformisierung. 

Die komplexen Vertoderlichen und ihre Funktionen. Fortsetzung der 
Grundziige der Differential u Integralrechnung, zugleich eine Einfuhrung in 
die Funktionentheone. Von Dr. G. Kowaleiiuski, Prof. a. d. techn. Hochsch. 
Dresden. 2. Aufl. Mit 124 Fig. [IVu. 455 S.] gr. 8. 1923. Geh. MM 15., 
geb. 31 Jt 17.60 

,,Ein ganz vorzugliclies Werk, das sich in gleicher Weise durch. den dargebotenen 
Stoff wie durch seinen angenehmen leiclitfliissigen Stil anszeichnet. Kowalewski ist ein 
Meister in der Form und erreiclit liochste Elfganz und zugleich Exakthcit in seinen. 
Beweisen." (Archiv der Mathematik und Physik.) 

Voriesungen tlber Zahlen- und Funktionenlehre. Von Geh. Hofrat 
Dr. A. Pr ng$heim> Prof. a. d. Univ. Miinchen. (Teubn. Lehrbiicher der 
math. Wissensch Bd. XL, 1 1-3 u XL, II, r ) 

I. Band. i. Abt.: Reelle Zahlen und Zahlenfolgen. 2. Aufl. [XII u. 2928.] 
gr 8. 1923 Geh. JOT 13. , geb. ^^15 

2. Abt.: Unendliche Reihen mitreellen Gliedern. 2. Aufl. [VIII u. 
S 293514.) gr. 8. 1923. Geh. J%J 9. , geb. MJC n. 

3. Abt. : Komplexe Zahlen, Reihen mit komplexen Gliedern, 
unendliche Produkte und Kettenbruche. [IX u. 461 S.j gr. 8. 
1921. Geh. JJT2i. , geb. JIM 23 60 

II. Band. i. Abt.: Grundlagen der Theorie der analytischen Funktionen 
einer komplexen Veranderlichen. Mit 25 Fig im Text. [XV u. 
624 S.] gr. 8. 1925. Geh. J#J 27. , geb. ,^30 

,,Wie es bei einem hierin so hervorragenden Verfasser nicht anders zu erwarten war, 
ist das Bucb vorbildlicb. durch seine Reinheit und Exaktheit im ganzen Aufbau und Ausbau. 
Dabei ist es wie dies bei so beiklen Dingen leicht moglich ware nirgends schwierig 
oder erraudend; es liest sich leicht und angenehm. 

Der groBziigigen Anlage des Werkes entsprechend, wird der Stoff bis ins Kleinste 
ausfiihrhch und oft von verschiedenen Seiten her dargestellt, doch ohne jemals breit zu 
sein. Ich kenne keinc Darstellung dieses Stoffgebietes, die sich an Klarheit und Gnind- 
lichkeit mit der vorliegenden messen konnte. Das Buch wird viel gelesen werden und 
grofien Nutzen stiften." (Archiv der Mathematik und Physik.) 

Verlag von B. G.Teubner in Leipzig und Berlin 



Konforme Abbildung. Von well. Oberl. L. Lewent, Berlin. Mit 40 Fig. 
[VI u. 118 S.] 8. 1912. (Samml. math.-physik. Lehrb. Bd. 14.) Kart.jO" 3.80 

,,Der Techatker wird aus dem Blichlein reiche Anregung- empfangen, durch eine Fiille 
interessanter und lehrreieher Beispiele wird er verhaltnismaBig scbnell bis zu dem allge- 
meinen. A.bbildungssatze gefuhrt." (Archiv der Mathematik und Physik.) 

Konforme Abbildungem Von Studienrat E. Wicke, Berlin. Mit 38 Fig. 
im Text. [59 S.] Id. 8. 1927, (Math.-Phys. Bibl. Bd. 73.) Kart.JOf 1.20 

Die Idee der Riemannschen FlSche. Von Dr. H. Weyl, Prof. a. d. 
Eidgen. Techn. Hochschule in Zurich. 2., verb. Aufl. Mit 28 Fig. im Text 
[VIII u. 183 SJ gr. 8. 3923. (Math. Vorles. a. d. Univ. Gottingen Bd. 5.) 
Geb. JMt 8. 

Der erste Teil enthalt eine Topologie der Riemannschen Flacheu, der zweite emeu 
AbriB der Theorie der Funktionen auf Riemannschen Flachen. Den AbschluB bildet das 
prinzipiell Wtchtigste aus der Uniformisierungstheorie (Theorie der automorphen Funktionen) ; 
sie liefert diejenigen Gebilde (Nicht-Euklidische Bewegungsgruppen), in denen die Idee 
der Riemannschen Flache ihre reinste, von alien Zufalligkeiten befreite Verkorperung findet. 

Die elliptischen Funktionen und ihre Anwendungen. Von Geh. 

Hofrat Dr. R. Fricke, Prof, a. d Techn. Hochschule in Braunschweig. 

I. Teil: Die funktionentheoretischen und analytischen Gnindlagen. Mit 

83 Fig. fX u. 500 S.] gr. 8. 1916. Geh. $JC 13., geb. &Jt 16.- 
II. Teil : Die algebraischen Ausfuhrungen. Mit 40 Fig. [VIII u. 546 S.] gr.8. 

1922. Geh.#J 15.-, geb. JIM 18.- 
III. Teil: [In Vorb. 1929] 

Vorlesungen tiber elliptische Funktionen. Von B. Riemann. Mit 
Zusatzen herausg. von Dr. H. Stahl, weil Prof, a. d. Univ. Tubingen. 
Mit 20 Fig. [VIII u. 1448.] gr.8, 1899. Geh. MJL 5.60 

Vorlesungen tiber die singularen Moduln und die komplexe Multi- 

plikation der eliiptischen Funktionen. Von Dr. R. Fueter, Prof. a. d. 

Univ. Zurich. (Teubn. Lehrbiicher der math. Wissensch. Bd. XLI, i u.2.) 

L Teil. Mit 16 Fig. im Text [VII u. 142 S.] g. 8. 1924, Geh. MJC 7,, 

geb. JtJt 8.40 

II. Teil. Mit 4 Fig, im Text. [VI u. 217 S.] gr.8. 1927. Geh. &M 10. , 
geb. JLM ri.6o 

Vorlesungen tiber die Theorie der automorphen Funktionen. 
Von Geh. Hofrat Dr. R. Fricke, Prof. a. d. Terhn. Hochschule in Braun- 
schweig, und Geh. Reg.-Rat Dr. F. Klein, weil. Prof. a. d. Univ. Gottingen. 
I. Band: Die gruppentheoretischen Gnmdlagen. 2. Aufl. Mit 192 Fig. 

[XVI u. 6348.] gr.8. 1926. Geh. ^26.- 

II. Band : Die funktionentheoretischen Ausfuhrungen und die Anwen- 
dungen. 2.Aufl. Mitii4Fig. [XIVu.668S.] gr.8. 1926. Geh.jO^S.- 

Vorlesungen tiber algebraische Geometric. Geometric auf einer 
Kurve. Riemannsche Flachen. Abelsche Integrale. Von Dr. F. Severi, 
Prof. a. d Univ. Rom. Berechtigte deutsche (Jbersetzung von Ministerial- 
rat Prof. Dr. E. Lbffler, Stuttgart [XVIu.4o8SJ gr,8. 1921. Geh.J^Jfi2.-, 
geb. 3Ut 14.60 

Funktionentafeln mit Fornaeln und Kurven. Von Geh. Bergrat Dr. 
E.Jahnke, weil. Prof, an der Techn. Hochsch. Berlin, und Dr. F.Emde, 
Prof, an der Techn. Hochsch. in Stuttgart. 2., unverand. Nachdr. d. i.Aufl. 
M !t 53 Fig. [XII u. 176 S.] gr. 8. (1909) 1928. (Samml. math.-phys. 
Lehrb. Bd. 5.) Geb. 3Ut 8. 
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Pascals Repertorium der hoheren Mathematlk 2., vollig umgearb. 

Aufl. der deutschen Ausgabe. Unter Mitwirkung zahlreicher Mathematiker 

herausg. von Dr. E. Salkowski, Prof. a. d. Techn. Hochschule in Berlin, 

u. Dr. H. E. Timerding, Prof. a. d. Techn. Hochschule in Braunschweig. 

I. Band: Analysis. Herausg von E. Salkowski. 

1. Teilband: Algebra, Differential- und Integralrechnung. [XV ^5278.] 
gr. 8. 1910. Geb. ^?JTi8.- 

2. Teilband: Differentialgieichungen, Funktionentheorie. Mit 26 Fig. 
im Text. [XII a. S 5291023.] gr. 8. 1927. Geb. JOT i8.~ 

3. Teilband: Reelle Funktionen, NeuereEntwicklungen, Zahlentheorie. 
Mit Fig. gr. 8. 1929. Geb.J^J^22.~ 

II. Band: Geometric. Herausg. von H. E. Timerding. 

1. Teilband: Grundlagen und ebene Geometric. Mit 54 Fig. [XVIII 
u. 534 S.] gr. 8. 1910. Geb. JIM 18. 

2. Teilband: Raumgeometrie. Mit 12 Fig. im Text. [XII u. 628 S.] 
gr. 8. 1922. Geh. MJi 17., geb. JMt IQ. 

Vorlesungen tiber Algebra. Unter Benutzung der dritten Auflage des 
gieichnamigen Werkes von -j* Dr. G. Bauer. In 4., verm. Aufl. dargest von 
Dr. L. Bieberbach, Prof. a. d. Univ. Berlin. Mit 16 Fig.im Text u. auf i Taf. 
[X u. 334 S.] gr. 8. 1928. Geb.#Jf 20.- 

Hohere Algebra. Deutsche Bearbeitung des Werkes : Dickson, Modern alge- 
braic theories. Von Studienassessor E. Bodewig^ Mors (Rhld.). Mit 3 Fig. 
[ca. VIII u. 240 S.] gr. 8. 1929. Geh. JIM 14., geb. J#J^ 18. 

Praktische Inflnitesimalrechnung. Von F. F. P. Bisacre, M. A. (Char- 
tered Civil Engeneer), Ascania Helensburgh. Deutsch von Dr. E. Trefftz, 
Prof. a. d. Techn. Hochschule in Dresden, und Dr. phil. E. Kbnig, Elberfeld. 
Mit 104 Abb. u. 3 Taf. [XII u. 3648.] 8. 1929. Geh MJC 16. , geb. J2JC 18.- 

Integralgleichungen unter besonderer Bertickslchtigung der An- 
wendungen. Von Dr. G. Wiarda, Prof. a. d. Techn. Hochschule i. Dresden. 
(Samml. math.-phys. Lehrb. Bd. 25.) [In Vorb. 1929] 

Dimensionstheorie. Von Dr. K. Menger, Prof. a. d. Univ. Wien. [IV u. 
3198] gr. 8. 19^8. Geh. JOT 22.-, geb. JlJt 24. 

Die von M e n g e r und TJ r y s o h n begriindete Dimensions- und Kurventtieorie findet 
in dem Werk eine systematische Darstellung. In einem einfuarenden Kapitel werden die 
wichtigsten elementaren Satze der Punktmengenlehre entwickelt, so daB die Lektiire des 
Buch.es keine speziellen Vorkenntnisse voraussetzt. Nach einer Darstellung der Geschichte 
des alten Dimensionsproblems, dessen besondere Wichtigkeit inimer wieder von hervor- 
ragenden Mathematikern und Philosophen betont wurde, werden die Hauptergebnisse der 
neuen Theorie nach den Methoden von Menger und von Hurewicz bewiesen. Ein- 
gehende Schilderung finden die Ausblicke^ welche die neue Theorie auf die gesamte 
Lehre vom Raum erolfifnet. 

Partial differential equations of mathematical physics. By f Arthur 
Cordon Webster, A. B. (Harv.), Ph. D. (Berol), Professor of Physics, Director 
of the Physical Laboratory, Clark University, Worcester, Mass. Ed. by 
Samuel /. Plimpton, Ph. D. (Yale.) Assistent Prof, of Physics, Polytechnic 
Institute, Worcester, Mass. Mit Fig. [VIII u. 440 S.] gr. 8. 1927. (Teubn. 
Lehrbiicher d. math. Wiss. Bd. XLII.) Geh. MM 23., geb. <%Jl 25. 

Partielle Differentialgleichungen. Deutsche Ausgabe von Webster, 
Partial Differential Equations. Hrsg. von Dr. G. Szego, Prof. a. d Univ. 
K6nigsberg/Pr. (Teubn. Lehrb. d math. Wiss. Bd.XLIII ) [U. d. Pr. 1929] 

Mathematisches Praktikum. Von Dr. H. v. Sanden, Prof. a. d. Techn. 
Hochschule in Hannover. (Teubn. math. Leitf. Bd. 27) 

1. Band. Mit 17 Fig. irn Text sowie 20 Zahlentaf. als Anhang. [V u. 122 S.] 

8. 1928. Geb. JOT 6.80 

2. Band. [In Vorb. 1929] 
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Wissenschaft und Hypothese 

Neue Bdnde 

Philosophic der Materie. Von B. Russell. Deutsch von Dr. K. Grelling, 
Berlin Johannisthal. [VI u. 426 S.] 8. 1929. (Bd. XXXII.) Geb. MM 18. 

Nach einer logischen Analyse der Quanten- und der Relativitatstheorie werden die 
erkenntmstheoretischen Fragen behandelt, die sich an das Verhaltms der Wissenschaft 
zur Sinneswahrnehmung kaiipten. Die Unte-rsuchung mtindet in den Aufbau ernes Systems 
der Fhysik, auisteigend zum Begriff der Materie und des Naturgesetzes. 

Zur Geschlchte der Logik. Grundlagen und Aufbau der Wissenschaft im 
Urteil der mathematischen Denker. Von 'Dt.F.Eniigues, Prof. a. d, Univ. 
Rom. Deutsch v.Qr.L.Bieberbach, Prof. a. d. Univ. Berlin. [Vu.24oS.j 8. 
1927. (Bd.XXVL) Geb.J#.^ 11. 

Die Ubersetzung dieses \Verkes, das in einera G-ang durch die Geschichte der mathe- 
matischen Ideen zeigt, wie die Entwu klung der Mathematik im Laufe der Jahrhunderte 
ein entsprecbendes Forcscbreiten und eine \Vandlung der Logik zur Folge gehabt hat, 
wird willkommen sein, da die deutsfhe Literatur daruber mchts aufzuweisen hat; denn 
wir haben keine Forscher gleicher Richtung, und Enriques beherrscht sowohl den philolo- 
gischen Apparat als auch das philosophische und mathernatische Denken so wie wohl 
iiberhaupt kein anderer. Das Buch wird nicht nur dem Fachmann Neues bieten, sondern auch 
jedem verstandlich und anregend sein, der Fiihlung mit dem wissenschaftlichen Denken hat. 

Das Wissenschaftsideal der Mathematiker. Von Prof. P. Boutroux. 
Autorisierte deutsche Ausgabe mit erlauternden Anmerkungen von 
Dr. H. PoUaczek-Geiringer, Berlin. [IV u. 253 S.] 8. 1927. (Bd. XXVIII.) 
Geb. MJC [!.- 

,,Der Verfasser (Sohn von Emile Boutroux) geht von dem Gfdanken aus, ,daB es in 
der Mathemdtlk zu alien Zehen, ganz besonders aber in Epochen intensiven wissenschafr- 
liclien T.ebens bestimmte Jdeale gibt, denen die Forscher nachstreben und die die Auswahl 
und Auffassung dei behandelten Probleme bestimmen'. In diesem binne ziehc er die ,grofien 
Linien drr Kntwicklung des mathematischen Denkens*, ausgehend vom ,Begriff der Mathe- 
matik bei den Hellenen' und schliefiend mit einer Untersuchung uber ,die geerenwartige 
Aufgabe des MathematikersV* (Annalen der Philosophic und philosoph. Kritik.) 

Zehn Vorlesungen tiber die Grundlegung der Mengenlehre. 
Gehalten in Kiel auf Einladung der Kant-Gesellschaft, Ortsgruppe Kiel. 
Von Dr. A. Fraenkel, Prof a. d. Univ. Marburg a. d. L. [X u. 182 S.] 
8. 1927. (Bd. XXXI.) Gtrb.JJT8. 

Verfasser bewelst auch hieruieder sein auBerordentliches Gescbick, die begrif?lichen 
Grundla^en dieses aktuellen Gebietes mit einem hob en Grade von Prazision und doch 
verhaltnismaBig leicht ve. standlich zu entwkkeln Dafi die aus der mathematischen Original- 
literatur sthwer zuganglit hen Gedanken des Intuitionismus bier eine von didaktischen 
Grundsatzen geleitete Darsiellung eriahren, macht das Luch besonders wertvoll." 

(Zeitschrift fiir den physikalischen und chemischen Unterricht.) 

Die vierte Dimension. Eine Einfiihrung in das vergleichende Studium 
der verschiedenen Geometnen. Von Dr. Hk. de Vries, Prof. a. d. Univ. 
Amsterdam. Nach der 2. hollandischen Ausgabe ins Deutsche iibertragen 
von Frau Dr. R, Stru k. Mit 35 Fig. im Text. [IX u. 167 S.] 8. 1926. 
(Bd. XXIX.) Geb. JOTS. 

Die auf Grund der kxirzlich erschienenen zweiten, vermehrten und verbesserten 
Auflage veranstaltete Ubersetzung des Werkes wird vielfach willkommen sein, denn die 
An und Weise, in der es di^ Grundgedanken und Elem^nte der euklidischen m^hrdimen- 
sionalen sowie der nichteuklidischen Geomeirien, speziell der hyperbolische-n und elhp- 
tiscbent zu vermitteln wfifi, entspricht dera Bedurfnis aller derer, die sich insbeondere 
fiir das Studium der Matbematik wie der Physik auf angenehmem Wege in diese 
Gebiete einfiihren lassen wollen. 

In ?., umgearb. u. vermehrter Auftage liegt vor: 

Grundlagen der Geometrie. Von Geh. Reg.-Rat Dr. D. Hubert, Prof. 
a. d. Univ. Gottingen. Mit zahlr. in den Text gedtuckten Fig. [ca. VI u. 
2348.] 8 1929. (Bd.VIL) Geb ^JTir. 

,,Das Verdienst des Hilbertschen Buches beste-ht in der klaren, erkenntnistheoretischen 
Grundauffassung, in der scharfen Probiemstellung und den arithmetisch-algebr-iischen 
Methoden." (Deutsche Literaturzeitung.) 
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